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3.12 MODELE MARKOV!

Un model Markov caracterizeaza un sistem cu ajutorul a doua variabile
aleatoare: starea sistemului si timpul de observare. Cum fiecare dintre aceste
variabile aleatoare poate sad fie continud sau discreta, rezultd atunci patru tipuri
de modele obtinute din combinatiile posibile ale celor doua variabile aleatoare.
Daca modelul este cu stare discretd si timp discret se mai numeste si lant
Markov. Atunci cand sistemul are starea discretd si timpul de observare este
continuu, se obtine un proces Markov. Acesta este cazul cel mai important teoria
fiabilitatii si el va fi aprofundat in continuare.

O caracteristica de baza a oricarui model Markov este ca, daca sistemul
se afla intr-o anumita stare la momnetul ty, atunci probabilitatea ca acesta sa se
afle intr-o altd stare la momentul t > t,, depinde numai de starea prezenta (la
momentul ty) si nu depinde de modul in care sistemul a ajuns n aceasta stare.
Deci, pentru un model Markov, viitorul depinde numai de prezent si nu de
istoria anterioara prezentului.

3.12.1 LANTURI MARKOV

Daca starea sistemului si timpul de observare sunt variabile aleatoare
discrete, atunci se obtine un lant Markov. Un exemplu tipic de lant Markov este
drumul unei particule de-a lungul unei axe. La momente stabilite de timp acesta
particuld se poate deplasa un pas in dreapta, cu probabilitatea p sau un pas in
stdnga, cu probabilitatea 1 — p. Daca notam cu X variabila aleatoare discreta ce
reprezintd pozitia pe axd, atunci ea poate fi reprezentata grafic ca in figura 3.13.

x(t)

Figura 3.13 - Drumul aleator al unei particule.

" Andrei Andreevici Markov (1856-1892), matematician rus care a avut contributii importante
in domeniul teoriei numerelor, analizei matematice si teoriei probabilitétilor.
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In cazul unui lant Markov, procesul stohastic poate fi descris prin
secventa de stari pe care o parcurge sistemul:

X(1),X(2),.... X(K),... (3.141)
unde X(k) reprezinta starea sistemului dupa k pasi (variabila aleatoare discretd),
iar argumentul reprezinta momentele discrete de timp la care pot avea loc
tranzitii.

Se considera un sistem care poate avea numai un numadr finit de stari S;, 1
= ]-+n. Deci,
X(k)e{s,[i=1+n}(¥)keN (3.142)
Se noteaza cu pi(k) probabilitatea ca sistemul sa se afle in starea S;, dupa exact k
pasi, adica:

p;(k)=P(X(k)=Ss,) (3.143)

Rezulta imediat relatia:

Zn]:pi(k)zl (3.144)

adica, dupa k pasi, sistemul se afla 1n mod sigur intr-una din starile S;, 1 = 1+n.

Probabilitatile p;, 1 = 1+n, reprezintd probabilitatile starilor si, in general
se cunosc valorile lor, p;i(0), la momentul inceperii procesului. Astfel, de
exemplu, daca sistemul se afld in starea S, la inceputul procesului, atunci:
p2(0) = 1 51 p1(0) = p3(0) = ... = py(0) = 0.

Pentru un lant Markov sunt caracterizante probabilitatile de tranzitie din-
tr-o stare alta. Notdm cu p;; probabilitatea ca sistemul sd treaca din starea i in
starea j. Daca aceste probabilitati nu depind de numarul de pasi efectuati anterior
(sunt constante in timp) si depind numai de starea initiald si de starea finala,
atunci lantul se numeste omogen.

P, =P{X(k)=S,|X(k-1)=5,| (3.145)
Aceste probabilititi formeaza o matrice n x n, numita matrice de tranzitie:
Pu Pa 0 P
p:21 p:zz p:2r1 (3.146)
_pnl pn2 e pnn _
Aceasta matrice are urmatoarea proprietate:
p.(k)=Yp,(k-1)P;i=1+n (3.147)
j=1
Probabilitatea ca sistemul sa parcurga un anumit sir de stari
Si05Si Sy

este:
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P{X(O): SioaX(l): Sil""’X(k): Sik}: Pio (0)'pi011 Pz e Paenne (3.148)
Un lant Markov este convenabil s fie reprezentat sub forma unui graf

orientat, in care nodurile reprezintd starile sistemului, iar arcele reprezintd
tranzitiile posibile de la o stare la alta (figura 3.14).

Exemplu: Un calculator, ce are cuplate o imprimanta si un plotter, poate fi
privit ca un sistem care se poate afla intr-una din urmatoarele stari:
e S, — calculatorul, imprimanta si plotter-ul sunt functionale;
e S, — imprimanta este defecta si pot fi rulate numai programe utilizand
plotter-ul;

Figura 3.14 - Reprezentarea unui lant Markov sub forma unui graf orientat.
Numerele reprezinta probabilitatile de tranzitie.
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0,3

Figura 3.15 - Graful asociat lantului Markov.

e S; — plotter-ul este defect si pot fi rulate numai programe utilizdnd

imprimanta;

e S, — calculatorul este defect sau imprimanta si plotter-ul sunt defecte,

sistemul nemaiputand fi utilizat.

In momentul initial sistemul se afla in starea S; si el este controlat la
momente fixate de timp, t;, t;, t3. Sistemul poate fi modelat cu un lant Markov cu
trei pasi (momentele de timp dupd cele trei controale). Graful asociat este
reprezentat in figura 3.15.

Se cer probabilitdtile starilor sistemului dupa cele trei controale. Nu se iau
in considerare eventuale actiuni de reparare.

Solutie: Avem urmatoarele probabilitati de tranzitie:

pi2=0,1;

p13=0,2;

pis=0,3;
pu=1l-p2—-pi3—pu=1-0,1-02-03=04;
p21 = 0;

P23 =0;

P24 =0,2;

p2=1-py—ps—pu=1-02=03;

p31 = 0;

p2=0;
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P3¢ =0,1;
p3=1-p31—pn—pu=1-0,1=09;
pa1=0;
ps2=0;
ps3 =0;
paa=1-pa—pao—ps=1.

Probabilitatile initiale ale starilor sunt:
p1(0) = 1, p2(0) = p3(0) = p4(0) = 0.

Aplicam formula recurenta:

n

pi(k):zpj(k _1)'Pij

i1
Obtinem:
pi(1) = p1(0)xP1; + pa(0)xPy; + p3(0)xP3; + pa(0)xPy; = 1x0,4 = 0,4;
p2(1) = p1(0)xP12 = 1x0,1 = 0,1;
p3(1) = p1(0)xPy3 = 1x0,2 = 0,2;
pa(1) =p1(0)xPy4, = 1x0,3 =0,3.
Verificare: pi(1) + p(1) + ps(1) + pa(1) = 1.
p1(2) = p1(1)xPy; = 0,4x0,4 = 0,16;
p2(2) = pl(l)XP12 + pz(l)xpzz = 0,4X0,1 + 0,1)(0,8 = 0,12,
p3(2) = p1(1)xPy3 + p3(1)xP33 = 0,4x0,2 + 0,2x0,9 = 0,26;
p4(2) = pl(l)XPM + pz(l)XP24 + p3(1)XP34 + p4(1)XP44 = 0,4><0,3 + 0,1><0,2 +
0,2x0,1 +0,3x1=0,3.
Verificare: p1(2) + p2(2) + p3(2) + pa(2) = 1.
p1(3) = p1(2)xPy; = 0,16x0,4 = 0,064;
P2(3) = p1(2)xP5 + p2(2)xPy, = 0,16x0,1 + 0,12x0,8 = 0,112;
P3(3) = p1(2)xPy3 + p3(2)xP33 = 0,16x0,2 + 0,26x0,9 = 0,226;
P4(3) = p1(2)xP14 + p2a(2)xPag + p3(2)xP34 + pa(2)xPyy = 0,16x0,3 + 0,12x0,2 +
0,26x0,1 + 0,46x1 = 0,558.
Verificare: p1(3) + p2(3) + ps(3) + ps(3) = 1.

3.12.2 PROCESE MARKOV

In cazul in care sistemul analizat are un numir finit sau numarabil de stiri,
iar timpul de observare este continuu, se obtine un proces Markov. In acestd
situatie, probabilitatea tranzitiei dintr-o stare in alta, la un anumit moment de
timp este intodeauna nuld. Deoarece variabila aleatoare timp este continud, nu
mai putem vorbi de probabilitate de tranzitie, ci de densitéti ale probabilitétii de
tranzitie, A;:
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PX(t+At)=S; X(t)=S,
o iy P A)=8: X0 =5
At—0 At
Daca densitatile A sunt constante in timp, procesul Markov se numeste

(3.149)

omogen.

Procesul Markov poate fi reprezentat,la fel ca si un lant Markov, printr-un
graf orientat avand starile sistemului ca noduri. Arcele grafului reprezintd in
acest caz densitatile probabilitatilor de tranzitie A;, din starea S; in starea S;.
Sistemul este caracterizat de probabilitatile starilor. Considerand un sistem cu n
stari S;, 1 = 1+n; probabilitdtile starilor sunt p;(t), 1 = 1+n, in care p;(t) reprezinta
probabilitatea ca la momentul t sistemul sa se afle in starea S;.

Vom deduce aceste probabilitdti ca un caz limitd al unui lant Markov,
cand intervalul de observare At tinde la zero.

Probabilitatea ca sistemul sa treacd din starea S; in starea S;, in intervalul
infinit mic At, este, cu o foarte bund aproximatie, A;; At.

Consideram urmatoarele evenimente:

e E, - sistemul face o tranzitie in starea S; la momentul t + At;

e E, - sistemul face o tranzitie din starea S; la momentul t + At;

P(El):Zn:pj(t)KgAt; P(Ez):pi(t)zn:x‘ijAt (3.150)

si reprezintd probabilitatea ca sistemul sa se afle in starea i la momentul t, p;(t),
inmultitd cu probabilitatea ca sistemul sd faca o tranzitie din starea S;.

e E, - evenimentul ca sistemul sd fie in starea S; la momentul t si sa
facd o tranzitie la momentul t + At.

P(E_Z):pi(t)'(l_ikijAtj (3.151)

Atunci evenimentul E, reprezentand faptul cad sistemul se afld in starea S;
la momentul t + At, rezultd reuniunea evenimentelor disjuncte E; si E>. Avem:

p,(t+At)=P(E)=P(E, U Ez)Z ipj(t)xijm + pi(t)(l - Zn“xijm] (3.152)

j=1

p,(t+At)—p,(t)= A3 A p, (1) - p, (DALY, (3.153)
pi(t+AAtt)_pi(t):2}\‘ijpj(t)_pi(t)g7\‘ij (3.154)

Trecand la limita Tn ultima egalitate, pentru At tinde la zero si obtinem:
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fjm 2L+ A)=pi(1) _ 1im{ixijp j(t)—pi(t)ixh} (3.155)

At—0 At At—0 oy

adica:

dp. (1 =>p,(t)-p, ()X A;;i=1+n (3.156)
dt 1 i1

Acest sistem de ecuatii diferentiale poartd numele de ecuatiile Chapman-

Kolmogorov’.
I-+n.

Ecuatiile Chapman-Kolmogorov pot fi usor scrise pornind de la graful

asociat sistemului, folosind urmatoarea regula:

e derivata probabilititii unei stiri este egald cu suma tuturor
“probabilititilor” care conduc de la orice stare in starea
consideratd din care se scade suma tuturor “probabilititilor” care
conduc din starea considerata in alte stari. Ghilimelele au fost puse
deoarece termenul a fost impropriu folosit, avand de fapt derivatele
unor probabilitati (densitati de probabilitate).

In general, este convenabil si se presupuni ca tranzitiile sistemului sunt

provocate de niste fluxuri de evenimente. in acest caz, densititile probabilitatilor
de tranzitie A;;, provin de la fluxurile de evenimente.

Daca procesul dureazd un timp indelungat, este interesant de cunoscut
comportamentul probabilitatilor starilor, p;(t), pentru t tinzand catre infinit, adica

1impi(t):pi;i:1+n (3.157)

Daca aceste limite existd, Tnseamnd cd dupd un anumit timp suficient de
mare, procesul se stabilizeazd. Sistemul trece dintr-o stare in alta, nsa
probabilitatile starilor nu se mai modificd. Aceste limite reprezintd in mod
relativ timpul mediu pe care il petrece sistemul in fiecare stare.

Un sistem pentru care existd limitele probabilitatilor starilor pentru t
tinzand catre infinit se numeste sistem ergodic, iar procesul stocastic respectiv
se numeste proces ergodic.

Pentru un sistem ergodic rezultd cd probabilitatea de a se afla intr-o
anumita stare, dupa un timp suficient de lung, nu depinde de starea din care se
pleaca.

Nu este suficient ca un sistem sa fie omogen pentru ca sa fie si ergodic.
Pentru determinarea ergodicitdtii stdrile sistemului sunt impdartite in stari
esentiale si stari neesentiale. Acestd clasificare a starilor a fost descrisa,

? Sydney Chapman (1888-1970), matematician englez cu cercetiri de matematici aplicata.
Andrei Nicolaevici Kolmogorov, matematician rus cu lucrdri importante in domeniul teoriei
probabilitdtilor.
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aproximativ in acelasi timp, de A.N. Kolmogorov pentru lanturile Markov
avand o multime numarabila de stari si de W. Doeblin pentru lanturile Markov
cu numar finit de stari.

Se noteazd cu Pj(n) probabilitatea ca sistemul sd treacd din starea S; in
starea S;, in exact n pasi.

O stare S; se numeste neesentiald sau de tranzitie daca existd o stare S; si
un numar n astfel incat Py(n) > 0, dar Pj(m) = 0, pentru orice m. Pentru un
proces Markov, cand timpul este continuu, in locul numarului de pasi, n, se
poate considera un interval de timp A, in care sd aiba loc tranzitia din starea S; in
starea S;. Din definitie, rezultd cd o stare neesentiald poate fi atinsd de sistem,
insd odata parasita, nu se mai revine in ea.

Starile S; s1 S, din figura 3.16 reprezintd exemple de stdri neesentiale.

Toate starile care nu sunt neesentiale se numesc esentiale. Rezultd deci ca
o stare S; este esentiald daca nu exista nici o alta stare S;, in care sa se ajungd pe
un drum oarecare din S;, fara ca sistemul sa mai poata reveni in S;. Starile S; si
S, din figura 3.16 sunt exemple de stari esentiale.

Daca S; si S; sunt doud stéri esentiale si, pentru cazul discret, exista doua
numere naturale m si n, astfel incat Pi(n) > 0, P;(m) > 0,atunci stdrile S; 1 S; se
numesc comunicante. Aceasta relatie este tranzitiva. Starile S; si Sy din figura
3.16 sunt stari comunicante, in timp ce starile S; si Sy din figura 3.17, desi sunt
esentiale, nu sunt stdri comunicante.

Figura 3.16 - Reprezentarea unui proces Markov.
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Figura 3.17 - Diagrama de tranzitii asociata.

Se poate demonstra cd, pentru un sistem cu numar finit de stéri, conditia
necesard si suficientd pentru ergodicitate este ca toate stdrile esentiale sa fie
comunicante.

Pentru stdrile neesentiale limitele probabilitatilor starilor sunt zero,
deoarece odatd parasita o stare neesentiald nu se mai revine in ea.

In cazul in care un sistem este ergodic, limitele probabilitatilor starilor se
pot obtine din ecuatiile Chapman-Kolmogorov, in care se anuleazd toate
derivatele. Se obtine astfel un sistem liniar de n ecuatii cu n necunoscute. Mai
trebuie considerata si ecuatia

ipj =1 (3.158)
j=l1

care trebuie intotdeauna verificata. Sistemul caracterizat prin graful din figura
3.16 este ergodic, in timp ce sistemul avand graful din figura 3.17 nu este
ergodic.
Daca sistemul are un numadr infinit de stari, atunci conditia enuntata
anterior nu mai este suficientd si mai trebuie adaugate restrictii suplimentare.
Cand coeficientii A; sunt functii de timp, deci procesul nu mai este

omogen, ecuatiile Chapman-Kolmogorov sunt dificil de rezolvat. Vom prezenta
in continuare un caz de rezolvare a unor ecuatii diferntiale de ordinuk intéi, cu
coeficienti variabili In timp.
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3.12.3 ECUATII DIFERENTIALE CU COEFICIENTI

VARIABILI IN TIMP

In general sunt greu de rezolvat deoarece necesitd substitutii, punerea
solutiilor sub forma de serie. In acest caz particular avem doar ecuatii diferntiale
de ordinul intdi, iar solutia poate fi obtinutd utilizind metoda factorilor

integranti.
O ecuatie de ordinul intai:

S aely =100

poate fi rescrisa sub urmatoarea forma:
dy (1.9 gy
dt \p dt

unde p este o noua variabila ce va fi legata de a(t).
Ecuatia (3.160) poate fi acum pusa acum sub forma:

L4 oy)=1(1)

p dt
deoarece:
1 d 1 (d d 1 d d
_._(py):_.(_Pw_ypj:_._Pw_y
p dt p Ldt dt p dt dt
sau:

< (by)=pr(t). d(py) = pr(eki

relatie ce poate fi integrata:
Jd(py)= [pt(t)dt = py = [pf(t)dt +c

in care c este constanta de integrare, sau:
1 Cc
y =— [pf(t)dt + =
P p

Pentru a-1 elimina pe p, se utilizeaza substitutia facuta:

1 dp

— . Xt

=t a(t)
si rezulta:

® = a(t)dt = Id—p = Ia(t)dt = Inp= Ia(t)dt —p= o Jalt)at
p p

(3.159)

(3.160)

(3.161)

(3.162)

(3.163)

(3.164)

(3.165)

(3.166)

(3.167)

Ecuatiile (3.165) si (3.167) reduc solutia oricarei ecuatii de ordin intai la doua

integrari succesive:
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4 a(tly=£(t)= p=ey =L [pe(e)t+ < (3.168)
dt p p

3.12.4 PROCESE DE NASTERE SI DE MOARTE

Se considerd un sistem care poate avea un numar finit sau numarabil de
stari: S,,S,,.... In intervalul de timp unic, At, sistemul aflat in starea S, poate

trece in starea S, ,, cu probabilitatea A At, poate trece in starea S, ,, cu
probabilitatea p, At, sau poate raméne in starea S,, cu probabilitatea
1— (X, +u, )At. Probabilitatea ca sistemul aflat in starea S, si treacd in alte

stari decat cele specificate este neglijabild. Avem de-a face cu un proces Markov

care, pentru cazul unui numar finit de stari, are graful reprezentat in figura 3.18.
S-a presupus cd p, =0, A, =0 si nici nu au mai fost reprezentate.
Coeficientii A, si p, se presupune ca sunt dependenti de k, dar

independenti de t, ceea ce conduce la un proces Markov omogen.
Procesul stocastic descris mai sus poartd numele de proces de nastere si de
moarte. Dacd starea S, denotd o populatie de k elemente, atunci o tranzitie n

starea S, ,, reprezintd o nastere, iar o tranzitie in starea S, | reprezintd o moarte.

Un exemplu 1l constituie multimea calculatoarelor aflate in functiune in-
tr-o institutie. Atunci cand unul se defecteaza inseamna ca are loc o moarte, iar
cand unul este reparat are loc o nastere.

Figura 3.18 - Exemplu de proces Markov.
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Dacd u, =0, (V)i >0, atunci vom avea de-a face cu un proces de nastere
purd. Daci X, =0,(V)i>0, atunci avem de-a face numai cu un proces de

moarte. Grafului din figura 3.18, care descrie un proces ergodic, ii corespund
urmatorul sistem de ecuatii diferentiale (Chapman-Kolmogorov):

dp,(t
%() =Py (t) - Kopo(t)
(3.169)
dp, (t
p(11<t( ) = xk—]pk—l (t)+ HiiPra (t)_ (7\’k T Ky )pk (t)’ (V)l <k<n-I
Rezolvarea acestui sistem, adaugand ecuatia de normalitate:

S, (t)=1 (3.170)
i=0

P,(0) p,(0) - p,(0) (3.171)
conduce la probabilititile starilor, p, (t).

Procesul fiind ergodic, exista limitele probabilitatilor pentru t tinzand
catre infinit. Aceste limite se pot afla din ecuatiile Chapman-Kolmogorov, in
care se anuleaza derivatele. Se obtine:

7\‘0
P1=—"Po
Hy
Aoh
b, = HOHI Po
;e (3.172)
n-1
[T
P, =3 Po
Hui
i=1
Inlocuind aceste expresii in ecuatia:
2.p =1 (3.173)
i=0
rezulta:
1
Po = - (3.174)
[T
1+ b + M I 1?}07
v WK, H“'
i=1
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4. CALCULUL FIABILITATII SISTEMELOR

In general, sistemele electronice sunt foarte complexe si pentru calculul
fiabilitatii ele trebuie descompuse in entitati functionale mai simple. Vom
prezenta doud metode de calcul a fiabilitatii sistemelor: o metoda bazatd pe
modelul structural si o metoda care foloseste procesele Markov.

4.1 CALCULUL FIABILITATII SISTEMELOR PE BAZA
MODELULUI STRUCTURAL

Sistemul se descompune 1n unitati a caror functionare este independenta
de celelalte. Legatura dintre unitdti (blocuri) nu depinde de modul in care ele
sunt conectate, c1 de modul 1n care concurd la buna functionare a sistemului.
Astfel, daca pentru buna functionare a unui sistem descompus in n blocuri,
trebuie ca toate sd functioneze, atunci blocurile se conecteaza in serie din punct
de vedere fiabilistic (figura 4.1).

Figura 4.1 - Structura serie.

Exemplu: Consideram circuitul din figura 4.2:

tVee
P, R,
a [: P2 X
b
. P, y
R,
tVee

Figura 4.2 - Schema circuitului exemplificat.

Pentru buna lui functionare, trebuie sa functioneze: poarta P, si poarta P,
si poarta P, si rezistenta R, si rezistenta R, si sursa de alimentare V.
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Atunci in modelul fiabilistic, acestea reprezintd blocuri legate in serie (figura
4.3).

PP H P H B8 H R H R HH Ve

Figura 4.3 - Modelul fiabilistic pentru circuitul din figura 4.2.

In cazul in care un sistem (subsistem) compus din n unitati este
functional dacd cel putin o unitate functioneaza, atunci cele n unitdti se
considera legate in paralel din punct de vedere fiabilistic (figura 4.4).

Figura 4.4 - Structura paralel.

In cadrul sistemelor complexe pot apare atét structuri serie cat si structuri
paralel. De asemenea, pot apare structuri care nu pot fi asimilate nici ca serie,
nici ca paralel, numite structuri nedecompozabile. Cateva exemple sunt
prezentate in figura 4.5.

Exemplu: Consideram circuitul din figura 4.6.
Rezistentele R, si R, sunt astfel alese incat este suficient sa functioneze

corect una dintre ele pentru ca poarta P, sd functioneze. Se presupune ca

defectarea unei rezistente se face prin intreruperea ei, acesta fiind cazul cel mai
frecvent. In felul acesta, defectarea unei rezistente nu duce la caderea sistemului.
Pentru ca acest circuit sa functioneze corect, trebuie sd functioneze poarta P, si

poarta P, sisursa V. si rezistenta R, sau sd functioneze poarta P, si poarta
P, si sursa V. sirezistenta R, .
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Rezulta atunci modelul structural al sistemului din figura 4.6, prezentat in
figura 4.7:

2
3
1 I 2
— 5
3 l 4

Figura 4.6 - Exemplu de circuit.

+H R, h

L R, H

Figura 4.7 - Modelul structural al sistemului din figura 4.6.

Exemplu: Un sistem este compus din opt blocuri si functioneaza corect

dacd urmatoarele blocuri sunt functionale:
(IA2A3A4AS)VAA2ZAOCALAAS)V(IA2ATAR)
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Sd se deseneze modelul structural echivalent.
Solutie: Modelul rezultat in urma descrierii anterioare este cel prezentat in
figura 4.8:

Figura 4.8 - Modelul structural pentru sistemul descompus in opt blocuri.

In continuare vom calcula fiabilitatea structurilor serie, paralel, r din n si
nedecompozabile. Vor fi utilizate urméatoarele notatii:

R, =p, - fiabilitatea blocului functional i (probabilitatea de buna
functionare pentru blocul functional 1);

Q, =q, =1-p, - probabilitatea de defectare a blocului functional 1;

R - fiabilitatea sistemului;

Q - probabilitatea ca sistemul sa se defecteze.

4.1.1 FIABILITATEA STRUCTURII SERIE

Pentru un sistem serie, compus din n blocuri functionale, sa functioneze
corect, trebuie ca toate blocurile sa functioneze:
R=P(IA2A...AD)=Dp,Py-...-D

n

blocurile fiind independente. Deci:

Re=[Tp; =T1R; (4.1)
i=1 i=1
Qi=1-Ry=1-T]p,=1-[](1-q,) (4.2)
i=1 i=1
[T0-q,)=1-(q,+q, +...+q,)+(@qq, +q,95 +..- 9,y ) —---  (43)

i=1
Daca blocurile au o fiabilitate ridicatd, atunci p; se apropie de 1 si 1—q;

sunt numere mici, apropiate de zero. Putem deci neglija termenii care contin
produse de doud sau mai multe q;. Obtinem deci:
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Qs=1—[1—(q1+q2+---+qn)]=iqi (4.4)

In cazul in care blocurile componente ale sistemului au timpi de defectare
repartizati exponential, acesta fiind cazul cel mai frecvent, rezulta:

R, =e™ (4.5)

n "t 7ikit —[
R=JJe" =e " =e
i=1

o

i

) —e (4.6)

Deci sistemul, pe ansamblu, urmeaza tot o repartitie exponentiala, avand
intensitatea defectiunilor

hg = i}\‘i 4.7)
=

4.1.2 FIABILITATEA STRUCTURII PARALEL

O structura paralel, compusa din n blocuri, functioneazd in cazul in care
cel putin un bloc este functional. Vom calcula probabilitatea Q,, ca sistemul s

se defecteze. Pentru ca acesta sa se defecteze trebuie sa se defecteze blocul 1 si
blocul 2 si ... si blocul n.

Q =P(A2A...an)=]]q, (4.8)

blocurile fiind presupuse independente in functionare si in defectare, iar
q,,1=1+n reprezintd probabilititile de defectare ale blocurilor. Atunci
fiabilitatea sistemului este:

n n

R,=1-Q,=1-[[q,=1-[[(1-p,)=1-T[(1-R)) 49)

i=1

Exemplu: Consideram un sistem compus din doud blocuri functionale
identice, conectate in paralel, ca in figura 4.9, fiecare avand fiabilitatea R.

Figura 4.9 — Structura paralel compusa din doua blocuri identice.
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Solutie: Fiabilitatea acestei structuri este:
Ry =1-(=p JI-p,)=p, +p,~pp,
deoarece in cazul nostru
p,=p,=R=R,=2R-R’>R;0<R <1

4.1.3 FIABILITATEA STRUCTURII r DIN n

O structurd simpla si destul de raspanditd se obtine in cazul in care un
sistem format din n blocuri (componente) necesitd pentru buna functionare cel
putin r componente valide. Evident r<n. In continuare vom analiza cazul in
care cele n blocuri sunt identice si independente, avand aceeasi probabilitate de
bund functionare, p. Probabilitatea ca, din cele n blocuri, sa functioneze exact

r este:

P (r)=C.p'(1-p)” (4.10)
fiind data de repartitia binomiala.

Sistemul functioneaza daca sunt valide r blocuri, sau r +1 blocuri, sau ...,
sau n blocuri. Deci:

R =kic§pk(1 —p)* (.11)

In cazul in care r=n inseamnd cd toate cele n blocuri trebuie sa fie
functionale si se obtine structura serie. Dacd r=1, adicd este suficient sa
functioneze un singur bloc, se obtine structura paralel.

4.1.4 FIABILITATEA STRUCTURILOR
NEDECOMPOZABILE

Structurile nedecompozabile se reduc tot la structuri serie si paralel, prin

utilizarea formulei probabilitdtii totale: daca H,,1=1+n sunt n evenimente
care se exclud reciproc si dacd evenimentul A se poate realiza numai dacad unul
dintre evenimentele H.,1=1-+n, se realizeaza, atunci:

P(A)=2[P(H;)- P(A/H, )] (4.12)

i=l1
unde P(A/H,) reprezinti probabilitatea realizarii evenimentului A, in ipoteza
cd s-a realizat H,,i=1+n, iar P(H,) reprezinta probabilitatea realizarii

evenimentului H,,1=1+n.
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In cazul nostru, A reprezinti evenimentul ca sistemul S si functioneze.
Pentru inceput, ca evenimente independente consideram doar doud evenimente:
e H, -blocul 1 functioneaza sigur;
e H, - blocul 1 este defect sigur.
Atunci probabilitatea ca sistemul sd functioneze este:
R =P(S)=P(H, )P(S/H, )+ P(H, )P(S/H, )=R P(S/i)+ (1 -R,P(S/i) (4.13)
Trebuie mentionat ca, Tn modelul structural un bloc care functioneaza

sigur se Inlocuieste cu un scurtcircuit, iar un bloc care este defect sigur se
inlocuieste cu o intrerupere.

Exemplu: Sa se calculeze fiabilitatea sistemului al carui model structural
este reprezentat in figura 4.10.

R, l R,

Figura 4.10 - Exemplu de sistem cu structurd nedecompozabila.

Solutie: Vom considera urmatorul sistem de evenimente:
e H, -blocul 5 functioneaza sigur, P(H,)=R;
e H, -blocul 5 este defect sigur, P(H,)=1-R,.
Probabilitatea ca sistemul sa functioneze, adica fiabilitatea sistemului, va fi:
R =P(S)=P(H, )P(S/H, )+ P(H, P(S/H, ) =R ,P(S/5)+ (1-R,)P(S/5) (4.14)
P(S/ 5) se calculeaza pe modelul reprezentat in figura 4.11, in care blocul 5 a
fost inlocuit cu un scurtcircuit.

R R,

Figura 4.11 - Modelul structural pentru calculul P(S/ 5).
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Blocurile 1 si 3 sunt conectate in paralel. Idem, blocurile 2 si 4.
R,;=R,+R;-RR,
R,,=R,+R,-R,R,

In continuare, cele doua blocuri sunt conectate in serie, asa cum rezultd

din analiza figurii 4.12.
P(S/S): R;Ry, = (Rl +R; -R|R, )(Rz +R, - R2R4) (4.16)

(4.15)

- R13 | R24 [

Figura 4.12 - P(S/5).

Probabilitatea P(S/ 5) se calculeaza pe modelul din figura 4.13, in care blocul 5
a fost inlocuit cu o Intrerupere.

R, I

R; l R,

Figura 4.13 - Modelul structural pentru calculul P(S/ 5)

Blocurile 1 si 2 sunt conectate in serie: R, =R,R,. Idem blocurile 3 si
4: R,, =R;R,. Cele doud blocuri rezultate sunt conectate in paralel, conform
figurii 4.14.

R12

Ry,

Figura 4.14 - P(S/5).

Deci:
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P(S/5)=R,, +R,, ~R,R,, =R,R, +R,R, R R,R R, (4.17)
Rezulta:
R=P(S)=R,(R, +R,-RR, )R, +R, -R,R, )+
+(1-R,RR,+R,R,~-RR,RR,) (4.18)
Daca blocurile functionale sunt identice si deci:
R, =R,=R,=R, =t (4.19)

atunci rezulta:
2\ 2 4 2(~..3 2
R=r(2r— ) +(1-r)2r* —=r*)=r*(2r’ - 5r* + 2r +2) (4.20)
In cazul unui sistem mai complex se pot considera doua sau mai multe
blocuri pentru sistemul de evenimente H,. Pentru cazul a doud blocuri, 1 st J,
avem:

P(S)=R R P(S/i,j)+ (1 -R,)R P(S/i,j)+ R, (1 - R, JP(S/i])+
+(1-R,)1-R,P(8/i,]) 4.21)

Analog se procedeaza pentru mai multe blocuri.

4.2 CALCULUL FIABILITATII SISTEMELOR UTILIZAND
MODELE MARKOV

Calculul fiabilitatii sistemelor pe baza modelelor Markov comporta
urmatoarele etape:

e definirea starilor sistemului;

e desemnarea grafului orientat asociat sistemului;

e scrierea si rezolvarea sistemului de ecuatii diferentiale Chapman -

Kolmogorov.

La modul cel mai general, unui sistem cu n blocuri i se pot asocia 2"
stari, reprezentdnd toate combinatiile posibile de functionare / nefunctionare
pentru cele n blocuri. Nu toate starile au insd semnificatie fizicd pentru un
sistem particular. In functie de structura sistemului numirul de stiri poate fi
sensibil redus. Astfel, pentru o configuratie paralel, este util ca starea S, sa

reprezinte starea in care sunt k blocuri defecte, deci un sistem cu n blocuri va
avea n+1 stari: S,,S,,...,S,,...,S, . Probabilitdtile de tranzitie rezultd din
particularitatile sistemului analizat.

Pentru o structurd serie, cand defectarea unui bloc determind caderea

intregului sistem, se pot defini stérile astfel: S, reprezinta starea in care blocul

k este defect. Pentru un sistem cu n componente rezulti n stiri. In functie de
configuratia sistemului pot rezulta si alte moduri de definire a starilor. Ultimele
doud etape au fost deja studiate detaliat in capitolul referitor la modelele
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Markov.

4.3 CONSIDERATII ASUPRA TIMPULUI MEDIU DE BUNA
FUNCTIONARE

Vom incerca sda apreciem modul in care structurile anterior amintite
influenteaza timpul mediu de buna functionare (MTBF). Conform definitiei:

+00 _]z(x)dx

MTBF = jtf t)dt = jR t)dt = jev dt (4.22)

in care z(t) reprezinta intensitatea defec‘glumlor.
e Pentru structura serie:

RO-TTR,W)=¢

=g " (4.23)
i=1
Rezulta atunci:
+00 —]—[Z i(x)]dx
MTBF = j e 0 dt (4.24)
Pentru cazul:
“ 3n 1
z,(t)=A, =ct.= MTBF = je A dt= = (4.25)
>, >
i=1 izt MTBF,

adici MTBF < MTBF, (V)i=1,2,...,n
Daca z,(t) sunt functii care difera mult intre ele, atunci MTBF este mai
dificil de evaluat.
e In cazul structurii paralel, expresia fiabilitatii este:
R(t): 1- H(l - Ri (t)): ZRi(t)_ ZRi (t)Rj(t)+ et (_ 1)H+IHR1< (t) (4-26)
i=1 i=1

i,j=1 k=1
i#]

Folosind intensitatile defectiunilor, rezulta:

t t n

n _Jzi(x) I —J.Zzi(x)dx
R(t)=De " dt—Ze" dt+---+(—1)“+le°i:‘ (4.27)
i=1 i,j=1
i#]
Daci z,(t)=A\, =ct., atunci:
1
MTBF=) —- ot (1) 4.28
121:7» ;m +A, 1) an* (4.28)
i#] i
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Dacd in plus, A, =A,1=1+n, se obtine:
k

MTBF =+ . > (=1) G (4.29)
7\4 k=1 k
Se demonstreaza ca aceasta expresie este echivalenta cu urmatoarea:
1 &1 &l 1 1
MTBF=—-) —, —=0,557+Inln)+ ————F——+--- 4.30
A ék ;k (n) 2n  12n(n+1) (4.30)

e Pentru structura r din n, formula fiabilitatii este:

R = CP 00 =S CIR, (- R, () =

¢ ¢ n—k

-k J.z(x)dx ifz(x)dx

“YCe T Ji-eld =kict-ek“-(1—e“)“‘k @31)

k=r

daci z(t)=A = constant .

Pentru un caz concret, se desfac parantezele, se ordoneaza expresia, iar
apoi MTBEF se calculeaza integrand termen cu termen.

Pentru alte cazuri, MTBF este dificil de calculat, chiar daca toate
intensitatile defectiunilor sunt constante. O metodd constd in exprimarea
formulei fiabilitatii, folosind grupari serie sau paralel si integrarea termen cu
termen a acestei expresii.
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S. MODALITATVI DE CRESTERE A
DISPONIBILITATII SISTEMELOR

Fiabilitatea si mentenabilitatea unui produs trebuie avute in vedere inca
din faza de conceptie a unui produs si urmarite de-a lungul procesului de
fabricatie s1 mai departe, la beneficiar.

Procesul de crestere a fiabilitatii presupune luarea in considerare a testelor
hardware, a defectelor ce apar, a corectarii proiectarii urmata din nou de testare.
Elementele distincte ce trebuie urmarite sunt:

detectia erorilor hardware;

analiza cauzelor producerii lor;

reconsiderarea proiectarii avandu-se in vedere problemele aparute;
implementarea actiunilor corective pentru inldturarea producerii
defectelor.

e e

asigurarea unei fiabilitati ridicate a produsului la iesirea din fabrica si prin
proiectarea pentru usurarea mentenabilitatii, ceea ce conduce atit la micsorarea
timpului de punere in functiune a sistemului, cat si la micsorarea timpului de
reparare la aparitia unui defect.

Dintre metodele utilizate mentionam:

realizarea unor scheme cit mai simple, cu un numdr redus de
componente si, implicit, cu o fiabilitate ridicata;

crearea de scheme care admit tolerante mari ale parametrilor
elementelor si ale actiunii factorilor externi;

eliminarea componentelor ce prezintd mortalitate infantila;

alegerea unor componente de calitate superioard, cu valori scazute ale
intensitatii defectiunilor si folosirea unui regim de functionare adecvat
(usurarea regimului de functionare conduce la scaderea intensitatii
defectiunilor;

utilizarea unor sisteme cu rezervare (redondante). In esenta consta din
folosirea unor blocuri de rezerva ce inlocuiesc, in caz de defectare,
blocul de baza;

proiectarea sistemelor in vederea testarii, asigurandu-se un grad Tnalt
de mentenabilitate.
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5.1 SELECTIA, CONTROLUL SI iIMBATRANIREA
COMPONENTELOR

Un sistem electronic se compune dintr-o diversitate de componente care,
in general, pot fi alese dintr-un sortiment destul de larg. Fiabilitatea globala a
sistemului este strans legata de fiabilitatea componentelor folosite.

Selectia si controlul componentelor reprezintd o sarcind complexa la care
participd inginerii specialisti in componente, analistii defectérilor, inginerii de
fiabilitate 1 inginerii proiectanti.

Existd numeroase recomandari pentru selectia si controlul componentelor.
cateva legi de baza au in vedere urmatoarele:

e determinarea tipului componentelor ce trbuie sa indeplineasca animite
functii intr-un mediu de operare specificat. Astfel, se foloseste o
anumitd componentd In mediu marin si o alta pentru conditii de
laborator, chiar dacéd, din punct de vedere electric, au aceeasi functie;

e se determina sectiunile critice, in care defectarea unor componente are
implicatii majore in siguranta in functionare si in fiabilitate;

e se studiazd modul de procurare a componentelor si timpul de obtinere.
Se prefera componente standardizate, furnizate de mai multi fabricanti;

e se estimeaza stresul la care vor fi supuse componentele in aplicatie;

e se determind nivelul de fiabilitate necesar pentru componente in
aplicatie;

e se determind modul cel mai eficient de “imbatranire” a componentelor.

Imbatranirea componentelor tine seama de modul in care variaza in timp
intensitatea defectiunilor. S-a constatat ca intensitatea defectiunilor variaza in
timp, pentru cele mai multe cazuri, dupd asa numitd curba “cada de baie”,
reprezentatd in figura 5.1.

Pe grafic se pot distinge trei zone. Prima, denumitd perioada de
mortalitate infantild sau de tinerete, se caracterizeaza prin valori mari ale
intensitatii defectiunilor, datorate in general unor defecte ascunse din materiale,
unor deficiente de fabricatie, etc. Urmeaza perioada de maturitate, in care
intensitatea defectiunilor este aproximativ constantd si, in final, perioada de
batranete cand, datoritd uzurii, intensitatea defectiunilor creste foarte mult.

Producéatorul poate actiona in doud moduri pentru a minimiza efectul
primei zone: folosind teste pentru ridicarea calitatii produsului si teste pentru
imbatranirea accelerata a produsului.

Testele de calitate se referd la reducerea numarului de echipamente care
se pot defecta infantil, printr-o inspectie atentd a fabricatiei si prin testarea
conventionald.
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z(t)
A

timf)

Figura 5.1 - Curba “cada de baie” pentru intensitatea defectiunilor.

Imbatranirea are ca scop descoperirea componentelor, blocurilor
predispuse la defectiune si parcurgerea acceleratd a primei zone din graficul
intensitatii defectiunilor. Aceasta actiune constd din aplicarea unor teste cu grad
ridicat de stres, care conduc la cdderea componentelor cu defecte incipiente, fara
a afecta integritatea echipamentului. Stresul poate consta intr-o temperatura
ridicatd, in vibratii, etc. In figura 5.2 se poate observa modul in care stresul,
temperatura in acest caz, influenteaza variatia intensitatii defectiunilor.

z(t)
A

timf)
Figura 5.2 - Influenta stresului asupra intensitatii defectiunilor.
Ideea actiunii de imbatranire este cd piesele inferioare se vor defecta, iar

cele superioare vor rezista, nivelul stresului fiind ales in mod corespunzator
pentru a nu degrada componentele bune. Piesele care nu se defecteaza inseamna
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ca au o fiabilitate corespunzatoare si se presupune ca s-a trecut prima zona de
variatie a intensitatii defectiunilor.

Imbatranirea poate fi efectuati la fabricantul de componente sau la
fabricantul de echipamente. Oricum, este preferabil ca fabricantul de
echipamente sa verifice fiabilitatea componentelor.

Atunci cand se suspecteaza prezenta anumitor mecanisme de defectare, ca
urmare a procesului particular de fabricatie, trebuie alese teste de Tmbatranire
care sa detecteze acele componente presupuse ca nefiabile.

Testele cu grad ridicat de stres se aplicd in toate fazele de fabricatie,
conform urmatorilor pasi:

e receptia si testarea componentelor - se inlaturd componentele care nu

rezista la teste;

e testareca modulelor din care se compune echipamentul - se inlatura

defectele care apar si pasul este reluat pana nu mai apar defectiuni;

e testarea intregului echipament - se inldturd defectiunile care apar si

pasul este reluat pAna nu mai apar defectiuni.

Trebuie mentionat cd persoanele implicate in selectia testelor aplicate
trebuie sd cunoascd in profunzime toti pasii procesului de fabricatie, defectele
posibile la fiecare pas, ponderea unui anumit defect in multimea totald a
defectelor.

O altd metodd de crestere a fiabilitatii sistemelor constd in depistarea
componentelor care contribuie la majoritatea defectelor. In general, mai putin de
10% din tipurile de componente folosite provoacad intre 50% si 80% din
defecte. Aceste componente se Tnlocuiesc cu altele de calitate superioara.

5.2 USURAREA REGIMULUI DE FUNCTIONARE

Intensitatea defectiunilor are valori cu atdt mai mici cu cat componenta
opereaza la parametri inferiori celor nominali.

Usurarea regimului de functionare poate fi indeplinita fie reducand gradul
de stres in operare, fie marind puterea, capacitatea componentesi.

Un factor de stres ce trebuie avut in vedere pentru toate cazurile este
temperatura, ce influenteazi puternic intensitatea defectiunilor. In afara de
aceasta, pentru fiecare componentd existd un anumit factor de stres ce
influenteazd in mod decisiv intensitatea defectiunilor. Astfel, pentru rezistente se
defineste raportul dintre puterea de operare si cea nomonald, pentru capacitati
raportul dintre tensiunea de operare si cea nominald, pentru semiconductoare
raportul dintre puterea de operare si cea nominala.

In catalogul de componente si circuite electronice se dau in mod uzual
niste curbe cu recomandari pentru regimul de utilizare, in functie de anumiti
factori critici de mediu.
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In figura 5.3 se da un exemplu de asemenea curba pentru microcircuite la
care, conform specificatiei de catalog, temperatura maxima a jonctiunii este de
125°C. Se observa existenta a trei regiuni: A, B si C. Regiunca A este cea
recomandatd, pentru care raportul fiabilitate-cost furnizeazd margini de
sigurantd optime. Regiunea B poate fi si ea utilizatd, insd pe termen lung
fiabilitatea se degradeazd. Zona C este interzisa pentru utilizare. Aceste zone de
functionare pot diferi, pentru aceeasi componenta, in functie de natura aplicatiei.
In figura 5.3 este dat un exemplu pentru rezistente cu film metalic in trei feluri
de aplicatii: la suprafata pamantului, in aviatie si spatiale.

R(t) R(t)
A A
1.0 1.0 ‘
0.8 0.8 T=125°C——
N\ T=125°C
0.6 0.6

' >< ' T=75°C
0.4 T=75°C — 0.4
\( \( A B \< C
0.2 0.2
A B C \
0.0 > 00 >

20 40 60 80 100 120 140 160 temp [°C] 20 40 60 80 100 120 140 160 temp [°C]

a) terestre

R() R()
A A
1.0 1.0 ‘
038 T=125°C— 0.8 T-125°C—
0.6 | 0.6 |
T=75°C T=75°C
0.4 0.4
7
A B \< C A \/ B \< C
0.2 0.2
N, N
20 40 60 80 100 120 140 160 temp [°C] 20 40 60 80 100 120 140 160 temp [°C]
b) aviatie c) spatiale

Figura 5.3 — Regimuri de utilizare pentru rezistente fixe, din film metalic.

5.3 MARIREA FIABILITATII PRIN REZERVARE

Fiabilitatea sistemelor poate fi sensibil maritd prin utilizarea rezervarii
(redondantei). Aceasta presupune proiectarea suplimentard a uneia sau a mai
multor cai de propagare a semnalelor prin sistem, prin addugarea de elemente in
paralel.

Costul sistemului se mareste, intrucdt sunt addugate elemente
suplimentare, dar scade costul reparatiilor neplanificate.

Existd mai multe scheme de rezervare care pot fi utilizate, in functie de
aplicatie.
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Clasificarea tehnicilor de rezervare se poate face dupa diferite criterii:
e dupa modul de conectare a rezervelor in sistem:

e rezervare cu conectare permanentd: Rezervele sunt conectate in
permanentd pe elementul de bazd. Nu sunt necesare elemente
suplimentare (externe) care sa indeplineascd functiile de detectie a
unui defect, decizie si comutare pe un element de rezerva. Acest
grup poate fi divizat mai departe in urmatoarele categorii:

e rezervare paralela:
e simpla;
e duplex;
e bimodala:
e serie-paralel;
e paralel-serie;
e rezervare cu votare: majoritara:
e simpla;
e adaptabila;
e cu porti de conectare.
e rezervare cu conectare la Inlocuire: Pand la aparitia defectului
rezervele nu sunt conectate, sau sunt conectate partial n sistem.
In acest caz sunt necesare elemente suplimentare pentru a
detecta un defect si a lua decizia de comutare in scopul cuplarii
unui bloc de rezerva in locul celui defect.
e dupai conditiile in care lucreazi rezervele pana la defectiune:

e rezervare Incdrcatd (fierbinte). Rezervele lucreaza in conditii si
solicitari identice cu elementele de bazd. Un exemplu il constituie
avionul cvadrimotor, din care numai doud sunt necesare, insa
functioneaza toate patru pentru eliminarea timpilor morti de punere
in functiune la defectarea unuia. In acest caz deosebirea dintre
elementul de baza si cel de rezerva este pur formala, oricare motor
putand fi considerat element de baza sau de rezerva;

e rezervare usuratd (caldd). Rezervele lucreaza in conditii si solicitéri
usurate fatd de elementele de bazd. Un exemplu il constituie roata
de rezerva a unui automobil: este umflatd, dar nu este supusa
solicitarilor mecanice si termice din timpul mersului;

e rezervare neincarcatd (rece). Rezervele asteaptd intrare in sistem in
stare de repaus, nefiind supuse solicitarilor. In acest fel rezervele nu
se pot defecta in starea de asteptare (prezintd intensitdti ale
defectiunilor extrem de mici).
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5.4 ANALIZA UNOR SCHEME DE REZERVARE

5.4.1 REZERVAREA PARALELA SIMPLA

Este o rezervare la nivel de sistem, in care sistemul de baza este rezervat
cu sisteme identice, dar independente din punct de vedere al functionarii (figura
5.4).

1 R |
2
R
— *~——
k
R —

Figura 5.4 - Rezervarea paraleld simpla.

Bineinteles, defectiunile care apar pot provoca numai intreruperea, din
punct de vedere fiabilistic, a blocului respectiv. Acest tip de rezervare asigura o
protectie Tmpotriva defectelor hardware ireversibile la echipamentele ce trebuie
sa functioneze continuu. Fiabilitatea sistemului global este:

R,=1-(1-R)" (5.1)
in care R este fiabilitatea unui sistem, iar k numarul de sisteme.
In cazul in care intensitatea defectiunilor z(t)= A = constant , rezulta:

R=e™=R=1-(1—¢™) (5.2)
Din aceste expresii rezulti ca R(t) este intotdeauna mai mare decét

R(t). De asemenea, MTBF, creste incet cind numdirul rezervelor creste, iar

dispersia este §1 ea mai mare decdt in cazul unui singur element, conform
expresiilor:
MTBE =lzk:1 c. :sz:i (5.3)
=t S &
In figura 5.5 este reprezentata fiabilitatea sistemului cu rezervare paralela
simpld, pentru diferite valori ale numarului de rezerve, k.
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Ry(1)

1.0

NS
DN —

0.4
\ \
0.2 S~

\

1/A=MTBF 2/\ timp

/

0.0

Figura 5.5 - Fiabilitatea pentru rezervarea paraleld simpla.

Avantajele acestei rezervari constau Tn simplitatea e, in castigul important
in fiabilitate fatd de cazul unui singur element si in faptul ca se poate aplica atat
la circuitele analogice, cat si la cele digitale.

Dintre dezavantaje trebuie amintite: structura este sensibila la impartirea
tensiunii pe elemente; este dificil de prevenit propagarea defectelor; in
proiectare trebuie considerate probleme suplimentare care sa permita cuplarea in
paralel.

5.4.2 REZERVAREA PARALELA DUPLEX

Aceasta rezervare se foloseste de obicei in interiorul calculatoarelor
numerice, pentru a preveni ca un defect logic aparut intr-un loc sa se propage
mai departe. In figura 5.6 se prezinta structura unei rezerviri duplex.

Elementele care se rezerva sunt A, s1 A,, functionand in paralel. Ele sunt

identice, avand fiabilitatea R,. Un detector de eroare sesizeaza eventualele

diferente intre cele doud elemente si comandd o logica de diagnostic, care
determina si dezactiveaza elementul incorect.

Din punct de vedere fiabilistic, structura duplex se prezentd ca in figura
5.7.
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Control extern

\ 4

Detector
eroare

Figura 5.6 - Structura rezervarii duplex.

A

A, [N
>
Logica <
diagnostic
= \
A, >
RA RSW
A SW
A SW

Control extern

RGSS

RLD RDE
Logica Detector
diagnostic eroare

Grup
SI-SAU

Grup
SI-SAU

Figura 5.7 Modelul fiabilistic pentru rezervarea duplex.

Grupul SI-SAU are modelul fiabilistic prezentat in figura 5.8.

RSAU1

SAU
(IN 1)

RSAU2

S|

SAU
(IN 2)

Figura 5.8 Modelul fiabilistic pentru grupul SI-SAU.

Avem urmatoarea fiabilitate pentru grupul SI-SAU:
Riss = RSAU1 + RSAUzRSl - RSAUIRSAUZRSI

Rezulta atunci ca structura duplex are fiabilitatea:
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unde:

RDUPLEX = (2RARSW - RiRéw )RLDRDE (2RGSS - RGssz) (5-5)
Ra - fiabilitatea elementului A;
Rsw - fiabilitatea comutatorului reprezentat ca o poarta SI;
Rip - fiabilitatea logicii de diagnostic;
Rpe - fiabilitatea detectorului de eroare;

Rgss - fiabilitatea grupului SI-SAU.

Avantajele structurii duplex sunt:

structura functioneaza chiar daca apar n-1 defecte;

prezintd protectie la defecte atit pentru scurtcircuite, cat si pentru
intreruperi;

nu permite propagarea erorilor;

unitatile defecte pot fi reparate fara a opri intreg sistemul.

Ca dezavantaje ale structurii duplex putem mentiona:

necesita o logica sau un program de diagnostic;
are o complexitate ridicatd datoritd elementelor de comutatie,
detectorului de eroare si necesitétilor de existenta a datelor redondante.

5.4.3 REZERVAREA BIMODALA

Acest tip de rezervare este recomandabil la nivelul blocurilor si
componentelor. Rezervarea bimodald serie-paralel oferda protectie impotriva
defectarilor prin scurtcircuit, in timp ce rezervarea bimodala paralel-serie ofera
protectie impotriva defectarii prin Intreruperi.

2 3 n 1 (1 2 3 n
2 3 n 2 |1 2 3 n
k-1 rezerve k-1 rezerve
—— 2 — 3 ... —_— n | k 1 - 2 —L 3 ... —L n

Figura 5.9 - Rezervarea bimodala serie-paralel si paralel-serie.

Expresiile functiillor de fiabilitate pentru rezervarea bimodalad serie-
paralel, Rgp si paralel-serie, Rpg, rezulta in urma unor calcule foarte simple.
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RS],=1—(1—]:[RJk
Ry =[[[-(-R,)]

i=1

In figura 5.10 sunt reprezentate grafic Rgp, Rpg 1 R.

(5.6)

R(1)
A

1.0 '
Rp4(1)

0.8 W — Ry(V)
06 \\‘§ Ryp(t) |
0.4 N‘/

0.0 .

1/A=MTBF 2/ timp

Figura 5.10 - Graficul fiabilitdtii bimodale pentru n=k =2 si
z(t)=A = constant .

Se observa cd aceastd rezervare este recomandabild pentru timpi de
misiune nu prea mari, cand existd intr-adevar un castig in fiabilitate. Rpg scade

. : 1 . : :
rapid sub R, iar dupa t = . si Rgp scade sub R. Rezervarea bimodala prezinta ca

dezavantaje introducerea de noi dificultdti in proiectare si faptul ca se aplica
numai la nivel de blocuri si componente.

O structurd de rezervare care se aplicd tot la nivel de blocuri si de
componente identice este rezervarea alunecatoare. Sistemul are n blocuri
identice care trebuie sd functioneze si k blocuri de rezerva, care se pot conecta in
locul oricaror elemente de baza defecte (figura 5.11).

Sistemul este functional daca exista cel putin n blocuri functionale. Atunci
fiabilitatea sistemului este:

n+k

Ria = ZCLH(Ri(l - R)n+kii (5.7)

Este necesar sa fie considerate si fiabilitatile elementelor de decizie a
conectarii, care apar in serie in modelul fiabilistic.
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R() R() R(t) R()
1 2 3 n

i
L

Figura 5.11 - Rezervarea alunecatoare.

5.4.4 REZERVAREA CU VOTARE MAJORITARA

In cazul acestei rezervari informatia de prelucrat la mai multe canale cu
aceeasi functie, Tn numar impar, iar la iesirea acestora se compard raspunsurile
obtinute (figura 5.12). Se considera raspuns corect cel de la iesirea majoritatii
canalelor. Rezervarea se aplica in general pentru circuitele logice ce trebuie sa
functioneze intermitent sau continuu si la care trebuie sa se asigure o fiabilitate
foarte buna pe timp scurt. Pentru buna functionare a structurii este necesar sa
functioneze cel putin n blocuri. Presupunand blocurile identice, cu fiabilitatea R,
iar blocul de decizie cu fiabilitatea Rpp, rezulta:

2n-1 | . el n—1 ; _— ;
RRVM:|:ZC12n1R1(l_R)2 1 j‘RBD:|:ZO:C2n1R2 1 (1_R) :|RBD (5.8)

In cazul in care blocurile nu sunt identice, se fac separat calcule pentru
toate combinatiile care asigura functionarea schemei. Astfel, pentru cazul 2 din
3, cand blocurile nu sunt identice (figura 5.12), notand cu A,B,C; A, B, C starile

de functionare, respectiv de nefunctionare ale celor trei elemente, starilor care
asigurd functionarea sunt:
e ABC cu probabilitatea R , R R ;

e ABC cu probabilitatea (1-R, )R ;R ;
e ABC cu probabilitatea R (1-R,)R;
e ABC cu probabilitatea R ,R,(1-R ).
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2 (50)
I_> 2n-1 - c

A\ 4
oy)

Figura 5.12

Rezulta atunci:
R2/3 = (RARB +R,Re +RyR —R RyR( )RBD (5.9)
De obicei, elementul de decizie are fiabilitatea mult mai mare decat restul
structurii si se poate aproxima ca:
Ry, —1 (5.10)
Vom calcula functia de fiabilitate pentru blocuri identice, cu intensitatea
defectiunilor constanta, pentru doud cazuri:
e votarea 2 din 3;
e votarca 3 din 5,
si le vom reprezenta grafic Tmpreunda cu fiabilitatea unui singur element,
R(t)=e™.

R,,; =CiR*(1-R)+CjR* =3¢ —2¢ 7 (5.11)
R,s=CR’(I-R) +CiR*(1-R)+ CiR*=10R’ - I5R* +6R*  (5.12)
Deci

R, =10e7" —15¢ ™ + 6e (5.13)

In figura 5.13 sunt reprezentate grafic R,; (t), Ry (t) si R(t).

Sa analizdm in ce conditii este avantajoasa rezervarea 2 din 3. Ea convine
pentru:

R,;(t)>R(t)=3R* 2R’ >R—L52R* +3R -1>0 (5.14)

.. . 1
Rédacinile ecuatiei sunt > 1.
1 . s
Pentru R e (E, lj avem R, (t)> R(t) s1 rezervarea este convenabild, iar

1 : : :
pentru R e (0, Ej avem R, , (t) < R(t) §1 rezervarea nu mai convine.
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1 :
Cand R = 3 atunci R,; =R. Pentru cazul cand 7(t) =\ = constant,

obtinem e ™ = 1 ,M=In2, t= 0,693 )
2 A

b

: L . . 3 o -
Deci, pentru timpi mai mari decat , fiabilitatea rezervarii cu votare

2 din 3 scade sub cea a unui singur element.

Se observa cd rezervarea cu votare majoritard este avantajoasd pentru
timpi scurti de misiune, cand prezintd un castig mare in fiabilitate.

Prin proiectare se poate asigura indicarea elementelor defecte, care pot fi
reparate. In felul acesta, fiabilitatea sistemului poate fi considerabil marita.

R()
A

1.0 '
Ry5(t)

0.8 W R(H)
Nl

0.6 .
\\\ _— Rys(0)

0.0

»

0.693/A  1/A=MTBF 2/ timp
Figura 5.13 - Graficul R, (t), Ry (t) si R(t).

Vom calcula timpul mediu de bunad functionare pentru rezervarea cu
votare majoritard, presupunand ca intensitatea defectiunilor este constantd si

deci fiabilitatea unui element este R(t):e_m. De asemenea, se presupune ca
Ry, = 1.

R oy = icizn_lef(znflfi)m (1 e )i (5.15)
i1
MTBE —TR (t)dt —l(nzlci j i (-1) _ & (5.16)
o 0 o g =0 2n—1—-1+] .

Aceastd relatie se poate simplifica la forma:
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1= 1 1

MTBFE,,,, = ——=MTBF-» —— 5.17
M Klz;‘n—ﬂ lz;‘n+1 ( )
L1 (v)1>0:>2 (v)n>1:>2—<1(v)n>1 (5.18)
n+l n 10n+1 10 i—o N+
Rezulta:

MTBF,,, < MTBF, (V)n > 1 (5.19)

adica timpul mediu de bund functionare pentru orice rezervare cu votare
majoritara este mai mic decat timpul mediu de buna functionare al unui bloc.

Anterior functiile de fiabilitate au fost calculate fard a se presupune
existenta actiunilor de mentenantd. Vom calcula, in continare, utilizdnd procesul
Markov, fiabilitatea unei structuri cu rezervare prin votare 2 din 3, considerand
intensitatile defectiunilor si repararii constante. Elementul de decizie se
presupune cu fiabilitate ridicata.

In figura 5.14 este reprezentat graful procesului Markov, ce modeleazi
rezervarea 2 din 3.

3A 2\

T

Figura 5.14 - Modelul Markov pentru calculul fiabilitatii structurii de rezervare
2 din 3.

Sy reprezinta starea cand sunt zero sisteme defecte, S; starea cu un sistem
defect si S, starea cu doud sisteme defecte, cand echipamentul nu mai
functioneaza. Deoarece calculam fiabilitatea (probabilitatea ca sistemul sa
functioneze continuu pand la momentul t) si nu disponibilitatea (probabilitatea
de a fi in functiune la momentul t, chiar daca anterior au fost unele scoateri din
uz), revenirea din starea S, nu mai intereseazé

ege, 0, e

sistemului este:
R2/3R =p0(t)+pl(t) (5.20)

Din graful prezentat in figura 5.14, rezultd urméatorul sistem de ecuatii
Chapman-Kolmogorov:
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dp, (t)
dt

dpi(t) _ 3P (t)— (2% + wp, (t) (5.21)

dt
dp, (t)
—=—2=2%p (t
dt Pl( )

Lui i se adauga ecuatia de normalitate:
po(t)+ pl(t)+p2(t):1 (5.22)

=up, (t) = 32p, (t)

P (O) =1
p,(0)=0 (5.23)
p, (O) =0

Aplicand transformata Laplace sistemului de ecuatii diferentiale, se
obtine:
sP (S) —1=pP, (S) —3MP, (S)

sP -1(s)=3AP,(s)— (21 + w)P,(s) (5.24)

sP,(s)=21P(s)
Din primele doua ecuatii rezulta:

s+ 2\ + 3A
P,(s)=— B p(s)=— . (5.25)
S”+ (5SA+p)s+ 6A s”+(Sh+p)s+ 6A
A=(Sh+p) =240 =2+ +10Au>0=>s, eR (5.26)
—(SA+p) £ A7+’ +10M
S, +8,>0;8,,8,>0=5s , = (A + W) \/2 H Her (5.27)
Aplicand transformata Laplace inversd, obtinem:
po(t): s _ [(2}L T +Sl)eslt - (27” + FH_Sl)ew]
b2 (5.28)
7\’ S S
po(t)=3 (et =)
S;1 =8,
Atunci fiabilitatea sistemului este:
1 st Syt
Ry :—[(57“"“"'51)61 _(57""H"'Sz)e ] (5.29)

175,
Se observa cd dacd nu existd mentenantd, atunci n=0,s, =-2A,s, =-3A
si
R, =3¢ —2¢7" (5.30)
rezultat obtinut anterior.
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In figura 5.15 este reprezentata grafic fiabilitatea rezervirii cu votare cu
reparare, pentru diferita valori ale lui .

R(t)
1.0

\t:i\ n=200%
0.8 \ ————u=1002

\
0.6 \ AN =50\
. \ \ M

N N

0.4 \ AN
N T~ _
0.2 <~ u=10A
\ =0 .

0.0 > timp

/v 2/h 3/ 4N S/ 6/A

Figura 5.15 - Fiabilitatea rezervarii cu votare 2 din 3 cand exista actiuni de
mentenanta.

Se observad o Tmbundtatire majora a fiabilitdtii fatd de cazul unui element
fara reparare si chiar fata de cazul votarii 2 din 3 fara reparare. In acest caz, al
repardrii, sistemul poate fi folosit si pentru timpi indelungati de misiune.

Dintre dezavantajele rezervérii cu votare majoritard trebuie mentionata
necesitatea unui bloc de votare cu fiabilitate ridicatd, acesta constituind un
element serie n modelul fiabilistic.

5.4.5 REZERVAREA CU CONECTARE LA iINLOCUIRE

In cazul rezervarii cu conectare la inlocuire, presupunem ci existi un
modul de baza (modelul se poate extinde apoi si pentru mai multe) si o serie de
module de rezerva care se afla in stare de repaus pana la defectarea bazei, cand
comutatorul introduce o rezerva in sistem.

Presupunem ca:

e inrepaus z(t)=0;

e comutatorul, deocamdata, are fiabilitatea R .(t)=1;

e pana la momentul in care este introdus 1n sistem, elementul de rezerva
are fiabilitatea R (t)=1.
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»  de eroare
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Figura 5.16 - Rezervarea cu conectare la inlocuire.

5.4.5.1 SISTEME CU UN SINGUR ELEMENT DE REZERVA

Notim R,(t) fiabilitatea elementului de bazi si R,(t) fiabilitatea

elementului de rezerva.
mpirtind intervalul [0, t] in intervale elementare de latime dt, rezulta ca

sistemul functioneaza in intervalul [0, t] daci se produce unul din urmitoarele
evenimente disjuncte:
o ¢, - clementul de baza functioneaza corect in intervalul [0, t]:

ple,)=R(t) (530)
o ¢, - clementul de bazi se defecteazin intervalul [t,  +dt] si cel de rezerva
introdus in locul siu functioneazi corect in intervalul [t,t]; notam p,

probabilitatea ca si se defecteze elementul de bazi in intervalul [z, T+ dt],
p, =f,(t)dt, unde

F

fb(r): d b(T): dRB(T) (5.31)
dt dt

si p, probabilitatea ca elementul de rezervd sa functioneze in

intervalul [z, t], p, =R, (t—1).
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Deoarece acest eveniment se poate produce in oricare interval
elementar din [O, t], rezulta ca:

plea)= Jpup.de= J£, (R (- s 532)
Rezulta ca ﬁabilitatea0 sistemuluz este:
R (t)=R,(t)+ ]fb(r)RR(t—r)dt (5.33)
Daca consideram fiabilitatea C(;)mutatorului diferita de unitate, rezulta:
p(e,)=Rc(t)- ;prprdr (534)

adica comutatorul trebuie si fie functional in intervalul [0, t] si deci fiabilitatea

sistemului rezulta:
t

Rg(t)=Ry(t)+R(t)- [f, ()R (t—T)dr (5.35)

0

Aplicatie: distributia exponentiald in care:

R,(t)=e7" ;R (t)=e (5.36)
Rezulta:
—Apt ¥ —Apt —Ag (t-1) 7\4R —Apt KB —hgt
R (t)=e™ +IXBe Pe T dr = P———e " (5.37)
0 7‘1{ - 7‘13 7‘1{ - 7‘}3
MTBF = J'Rs(t)dtz—k—Re‘kBt PR Y =i+i(5.38)
0 7‘13(7"12 _7\'13) 0 >\‘R(7\’R _7\'3) 0 7\’B 7"R
MTBF, = MTBF; + MTBEF; (5.39)
In cazul in care cele doua module sunt identice:
R,(t)=R, (t)=e™ (5.40)

prin inlocuire rezultd imediat:
RS(t)=(1+At)e™; MTBF, = 2MTBF, = 2MTBF, =2MTBF, .,  (5.41)

5.4.5.2 SISTEM CU DOUA MODULE DE REZERVA

Pe langa elementul de bazd (R,) existd inca doud module (R,,R;). Este
evident ca sistemul se comporta ca cel anterior (R, R,), dipunind la randul sau
de o rezerva neincarcata (R ;).

Fiabilitatea ansamblului (R, R,) se exprima cu relatia:
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If L(t—t)dt (5.42)

Considerand ansamblul (R,,R)) de bazd, cu rezerva (R,), fiabilitatea
sistemului rezulta tot pe baza aceleiagi relatii:

R( j f,(t)R,(t—1)dt (5.43)

in care:
f,(t)= —dRA—i‘(t) (5.44)

Considerand ca modulele sunt identice si sunt caracterizate de distributia
exponentiala:

R,(t)=R,(t)=R,(t)=¢™ (5.45)
rezultd ca:
R (0= (0 20k £, ()= 2 M) e (5.46)
Prin Tnlocuire se obtine:
At
R (t)= (1 +At+ 5 je“ (5.47)
MTBEF, =3-MTBF _ ., (5.48)

5.4.5.3 SISTEM CU k-1 MODULE DE REZERVA

Generalizand rezultatul obtinut anterior, se poate obtine o relatie de
recurenta care permite evaluarea fiabilitatii:

RS1 Sll IS]] t_r)dr =2+k (5.49)
exprimand fiabilitatea 51stemu1u1 format din i blocuri, iar
dR; ,(t)

foii(t)=- . (5.50)

Pentru 1=k se obtine functia de fiabilitate a sistemului, care pentru
distributia exponentiala este:

S Uy VY WO ot

= e .
o (}"2_}‘1)---(7“1(_}”1) (7L - A ) (}\'k1_7‘k)
adica:

(5.51)
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Ry, = 3| [[——e™ (5.52)
et A — A, '

i#]

iar timpul mediu de buna functionare:
k
MTBF =Y MTBF, (5.53)
i=l1
In cazul in care toate modulele sunt identice, adica:
M=k, =k, ==A_, =LA =\ (5.54)

rezulta:

Ry = {i Oft)jil }e‘“ (5.55)

MTBF :% (5.56)

Se constata ca:

Y3

k> +0o=) —e" >Ry —>1 (5.57)

2 (-1}

5.4.6 FIABILITATEA SISTEMELOR CU REZERVARE
ACTIVA USURATA

Deoarece metoda de evaluare a fiabilitatii sistemelor cu rezervare activa
usurata este foarte asemanatoare cu cea de la fiabilitatea sistemelor cu rezervare
neincarcata, vom considera doar cazul sistemului format din doua module:

e de baza, caracterizat de functia de fiabilitate R, (t);

e de rezerva, caracterizat prin doud functii de fiabilitate:

e inrezervd, in regim usurat R, (t) ,
e in sistem, in regim incarcat R, (t).

Impartind intervalul (O,t] in intervale elementare de latime dt, rezultd ca
sistemul functioneaza in perioada (0,t] daca se produce unul din urmatoarele
evenimente disjuncte:

e ¢, - modelul de bazi functioneaza corect in intervalul (0,t]:

ple))=R,(t)

e ¢, - modelul de bazi se defecteazi in oricare interval (t,7+dt) si cel

de rezerva nu se defecteaza nici in intervalul (0,7] si nici in intervalul
(ﬂ:,t):

e p, - probabilitatea ca sa se defecteze baza in (1,7 +dt): f,(t)dr;
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e p, - probabilitatea ca sa functioneze rezerva in (0,1]: R,, (1);
e p, - probabilitatea ca si functioneze rezerva in (t,t]: R, (t —1).

Deoarece acest eveniment se poate produce in oricare interval elementar
din (0,t], rezulta:

t t
p(e2)= Ip1p2p3 = jfl (T)dTRZn (T)Rz(t - T) (5.58)
0 0
iar fiabilitatea sistemului este suma p(e, )+ p(e, ).
' dR
Ry(0)=R, (0 Jr (R, (R (- opis )= (550
0

In cazul in care sistemul este caracterizat prin distributii exponentiale ale
timpilor de buna functionare ale modulelor, rezulta fiabilitatea:

A
Ro(t)=e™ 4+ — "1 ot _ g luthanl 5.60
)=t | (5.60)
Daci cele doua module sunt identice:

A=, =huhy, =h, S RS(t)=| 1+ 2 (1— e ) e MTBE=1 1
M Y

n n

(5.61)

5.5 MARIREA DISPONIBILITATII SISTEMELOR PRIN
PROIECTARE

.....

este proiectarea adecvatd in vederea cresterii testabilitatii. Existd doud implicatii
profunde generate de facilitarea testabilitatii:

e madrirea productivitdtii prin punerea rapidd in functiune a modulelor,

folosind un testor automat;

e micsorarea timpului de reparare la aparitia unui defect.

Ca un procentaj al costului, pe ciclul total de viatd pentru un produs, se
estimeaza ca testarea reprezintd un procent ce variaza intre 10% si 60%, in
functie de pozitia in ciclul de viata al produsului.

Din punct de vedere cantitativ, testabilitatea reprezintd o masura pentru
usurinta cu care se pot scrie si executa programe de test, ca si pentru depistatea
si izolarea defectelor.

In prezent, o practici larg raspandita este aceea de a se adauga (10+15)%
componente suplimentare, necesare numai pentru usurarea testarii. In timp ce
costul acestor componente nu este prea mare, se poate reduce insd, in mod
drastic, timpul de testare. Subliniem incd o datd necesitatea folosirii unui
echipament de testare automatd (ATE). In figura 5.17 este prezentati o schema
generala de testare a unui modul cu ATE.
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