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33..1122  MMOODDEELLEE  MMAARRKKOOVV11  
 

Un model Markov caracterizeaz  un sistem cu ajutorul a dou  variabile 
aleatoare: starea sistemului !i timpul de observare. Cum fiecare dintre aceste 
variabile aleatoare poate s  fie continu  sau discret , rezult  atunci patru tipuri 
de modele ob"inute din combina"iile posibile ale celor dou  variabile aleatoare. 
Dac  modelul este cu stare discret  !i timp discret se mai nume!te !i lan" 
Markov. Atunci când sistemul are starea discret  !i timpul de observare este 
continuu, se ob"ine un proces Markov. Acesta este cazul cel mai important teoria 
fiabilit "ii !i el va fi aprofundat în continuare. 

O caracteristic  de baz  a oric rui model Markov  este c , dac  sistemul 
se afl  într-o anumit  stare la momnetul t0, atunci probabilitatea ca acesta s  se 
afle într-o alt  stare la momentul t > t0, depinde numai de starea prezent  (la 
momentul t0) !i nu depinde de modul în care sistemul a ajuns în aceast  stare. 
Deci, pentru un model Markov, viitorul depinde numai de prezent !i nu de 
istoria anterioar  prezentului. 

33..1122..11  LLAANN!!UURRII  MMAARRKKOOVV  
 

Dac  starea sistemului !i timpul de observare sunt variabile aleatoare 
discrete, atunci se ob"ine un lan" Markov. Un exemplu tipic de lan" Markov este 
drumul unei particule de-a lungul unei axe. La momente stabilite de timp acest  
particul  se poate deplasa un pas în dreapta, cu probabilitatea p sau un pas în 
stânga, cu probabilitatea 1   p. Dac  not m cu X variabila aleatoare discret  ce 
reprezint  pozi"ia pe ax , atunci ea poate fi reprezentat  grafic ca în figura 3.13. 
 

t
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Figura 3.13 - Drumul aleator al unei particule. 

                                           
1 Andrei Andreevici Markov (1856-1892), matematician rus care a avut contribu"ii importante 
în domeniul teoriei numerelor, analizei matematice !i teoriei probabilit "ilor. 
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În cazul unui lan" Markov, procesul stohastic poate fi descris prin 
secven"a de st ri pe care o parcurge sistemul: 
 ! " ! " ! ",...kX,...,2X,1X  (3.141) 

unde X(k) reprezint  starea sistemului dup  k pa!i (variabil  aleatoare discret ), 
iar argumentul reprezint  momentele discrete de timp la care pot avea loc 
tranzi"ii. 

Se consider  un sistem care poate avea numai un num r finit  de st ri Si, i 
= 1#n. Deci, 
 ! " $ % ! " N&'#(& k,n1iSkX i  (3.142) 

Se noteaz  cu pi(k) probabilitatea ca sistemul s  se afle în starea Si, dup  exact k 
pa!i, adic : 
 ! " ! "! "ii SkXPkp ((  (3.143) 

Rezult  imediat rela"ia: 

  (3.144) ! " 1kp
n

1i
i ()

(

adic , dup  k pa!i, sistemul se afl  în mod sigur într-una din st rile Si, i = 1#n. 
Probabilit "ile pi, i = 1#n, reprezint  probabilit "ile st rilor !i, în general 

se cunosc valorile lor, pi(0), la momentul începerii procesului. Astfel, de 
exemplu, dac  sistemul se afl  în starea S2 la începutul procesului, atunci: 
p2(0) = 1 !i p1(0) = p3(0) = ... = pn(0) = 0. 

Pentru un lan" Markov sunt caracterizante probabilit "ile de tranzi"ie din-
tr-o stare alta. Not m cu pij probabilitatea ca sistemul s  treac  din starea i în 
starea j. Dac  aceste probabilit "i nu depind de num rul de pa!i efectua"i anterior 
(sunt constante în timp) !i depind numai de starea ini"ial  !i de starea final , 
atunci lan"ul se nume!te omogen. 

 ! " ! "$ %ijij S1kXSkXPP ( ((  (3.145) 

Aceste probabilit "i formeaz  o matrice n * n, numit  matrice de tranzi"ie: 
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Aceast  matrice are urm toarea proprietate: 

  (3.147) ! " ! " n1i;P1kpkp
n

1j
ijji #( ()

(

Probabilitatea ca sistemul s  parcurg  un anumit !ir de st ri 

ik1i0i S,...,S,S  

este: 
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 ! " ! " ! "$ % ! " ik1ik2i1i1i0i0iik1i0i p...pp0pSkX,...,S1X,S0XP  1111((((  (3.148) 

Un lan" Markov este convenabil s  fie reprezentat sub forma unui graf 
orientat, în care nodurile reprezint  st rile sistemului, iar arcele reprezint  
tranzi"iile posibile de la o stare la alta (figura 3.14). 
 

Exemplu: Un calculator, ce are cuplate o imprimant  !i un plotter, poate fi 
privit ca un sistem care se poate afla într-una din urm toarele st ri: 

23 S1   calculatorul, imprimanta !i plotter-ul sunt func"ionale; 
23 S2   imprimanta este defect  !i pot fi rulate numai programe utilizând 

plotter-ul; 
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Figura 3.14 - Reprezentarea unui lan" Markov sub forma unui graf orientat. 

Numerele reprezint  probabilit "ile de tranzi"ie. 
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Figura 3.15 - Graful asociat lan"ului Markov. 

 
23 S3   plotter-ul este defect !i pot fi rulate numai programe utilizând 

imprimanta; 
23 S4   calculatorul este defect sau imprimanta !i plotter-ul sunt defecte, 

sistemul nemaiputând fi utilizat. 
În momentul ini"ial sistemul se afl  în starea S1 !i el este controlat la 

momente fixate de timp, t1, t2, t3. Sistemul poate fi modelat cu un lan" Markov cu 
trei pa!i (momentele de timp dup  cele trei controale). Graful asociat este 
reprezentat în figura 3.15. 

Se cer probabilit "ile st rilor sistemului dup  cele trei controale. Nu se iau 
în considerare eventuale ac"iuni de reparare. 
 

Solu ie: Avem urm toarele probabilit "i de tranzi"ie: 
p12 = 0,1; 
p13 = 0,2; 
p14 = 0,3; 
p11= 1   p12   p13   p14 = 1   0,1   0,2   0,3 = 0,4; 
p21 = 0; 
p23 = 0; 
p24 = 0,2; 
p22 = 1   p21   p23   p24 = 1   0,2 = 0,8; 
p31 = 0; 
p32 = 0; 
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p34 = 0,1; 
p33 = 1   p31   p32   p34 = 1   0,1 = 0,9; 
p41 = 0; 
p42 = 0; 
p43 = 0; 
p44 = 1   p41   p42   p43 = 1. 

Probabilit "ile ini"iale ale st rilor sunt: 
p1(0) = 1, p2(0) = p3(0) = p4(0) = 0. 

Aplic m formula recurent : 

! " ! ")
(

1 (
n

1j
ijji P1kpkp  

Ob"inem: 
p1(1) = p1(0)*P11 + p2(0)*P21 + p3(0)*P31 + p4(0)*P41 = 1*0,4 = 0,4; 
p2(1) = p1(0)*P12 = 1*0,1 = 0,1; 
p3(1) = p1(0)*P13 = 1*0,2 = 0,2; 
p4(1) = p1(0)*P14 = 1*0,3 = 0,3. 

Verificare: p1(1) + p2(1) + p3(1) + p4(1) = 1. 
p1(2) = p1(1)*P11 = 0,4*0,4 = 0,16; 
p2(2) = p1(1)*P12 + p2(1)*P22 = 0,4*0,1 + 0,1*0,8 = 0,12; 
p3(2) = p1(1)*P13 + p3(1)*P33 = 0,4*0,2 + 0,2*0,9 = 0,26; 
p4(2) = p1(1)*P14 + p2(1)*P24 + p3(1)*P34 + p4(1)*P44 = 0,4*0,3 +  0,1*0,2 + 
0,2*0,1 + 0,3*1 = 0,3. 

Verificare: p1(2) + p2(2) + p3(2) + p4(2) = 1. 
p1(3) = p1(2)*P11 = 0,16*0,4 = 0,064; 
p2(3) = p1(2)*P12 + p2(2)*P22 = 0,16*0,1 + 0,12*0,8 = 0,112; 
p3(3) = p1(2)*P13 + p3(2)*P33 = 0,16*0,2 + 0,26*0,9 = 0,226; 
p4(3) = p1(2)*P14 + p2(2)*P24 + p3(2)*P34 + p4(2)*P44 = 0,16*0,3 + 0,12*0,2 + 
0,26*0,1 + 0,46*1 = 0,558. 

Verificare: p1(3) + p2(3) + p3(3) + p4(3) = 1. 
 

33..1122..22  PPRROOCCEESSEE  MMAARRKKOOVV  
 

În cazul în care sistemul analizat are un num r finit sau num rabil de st ri, 
iar timpul de observare este continuu, se ob"ine un proces Markov. În acest  
situa"ie, probabilitatea tranzi"iei dintr-o stare în alta, la un anumit moment de 
timp este întodeauna nul . Deoarece variabila aleatoare timp este continu , nu 
mai putem vorbi de probabilitate de tranzi"ie, ci de densit "i ale probabilit "ii de 
tranzi"ie, : ij4
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! " ! "$ %
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lim ij
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ij 5
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75
 (3.149) 

Dac  densit "ile  sunt constante în timp, procesul Markov se nume!te 

omogen. 
ij4

Procesul Markov poate fi reprezentat,la fel ca !i un lan" Markov, printr-un 
graf orientat având st rile sistemului ca noduri. Arcele grafului reprezint  în 
acest caz densit "ile probabilit "ilor de tranzi"ie ij4 , din starea Si în starea Sj. 

Sistemul este caracterizat de probabilit "ile st rilor. Considerând un sistem cu n 
st ri Si, i = 1#n; probabilit "ile st rilor sunt pi(t), i = 1#n, în care pi(t) reprezint  
probabilitatea ca la momentul t sistemul s  se afle în starea Si. 

Vom deduce aceste probabilit "i ca un caz limit  al unui lan" Markov, 
când intervalul de observare 5t tinde la zero. 

Probabilitatea ca sistemul s  treac  din starea Si în starea Sj, în intervalul 
infinit mic 5t, este, cu o foarte bun  aproxima"ie, ij4  5t. 

Consider m urm toarele evenimente: 
23 E1 - sistemul face o tranzi"ie în starea Si la momentul t + 5t; 
23 E2 - sistemul face o tranzi"ie din starea Si la momentul t + 5t; 

  (3.150) ! " ! " ! " ! "))
((

54(54(
n

1j
iji2

n

1j
ijj1 ttpEP;ttpEP

!i reprezint  probabilitatea ca sistemul s  se afle în starea i la momentul t, pi(t), 
înmul"it  cu probabilitatea ca sistemul s  fac  o tranzi"ie din starea Si. 

23 2E  - evenimentul ca sistemul s  fie în starea Si la momentul t !i s  

fac  o tranzi"ie la momentul t + 5t. 

 ! " ! " 8
9

:
;
<

=
54 1( )

(

n

1j
iji2 t1tpEP  (3.151) 

Atunci evenimentul E, reprezentând faptul c  sistemul se afl  în starea Si 
la momentul t + 5t, rezult  reuniunea evenimentelor disjuncte E1 !i 2E . Avem: 

 ! " ! " ! " ! " ! " 8
8
9
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  (3.153) ! " ! " ! " ! " ))
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ii tptp
t
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 (3.154) 

Trecând la limit  în ultima egalitate, pentru 5t tinde la zero !i ob"inem: 
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adic : 

 
! " ! " ! " n1i;tptp
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 (3.156) 

Acest sistem de ecua"ii diferen"iale poart  numele de ecua"iile Chapman-
Kolmogorov2. 

Acestui sistem de ecua"ii i se adaug  !i setul de condi"ii ini"iale pi(0), i = 
1#n. 

Ecua"iile Chapman-Kolmogorov pot fi u!or scrise pornind de la graful 
asociat sistemului, folosind urm toarea regul : 

23 derivata probabilit"#ii unei st"ri este egal" cu suma tuturor 
“probabilit"#ilor” care conduc de la orice stare în starea 
considerat" din care se scade suma tuturor “probabilit"#ilor” care 
conduc din starea considerat" în alte st"ri. Ghilimelele au fost puse 
deoarece termenul a fost impropriu folosit, având de fapt derivatele 
unor probabilit "i (densit "i de probabilitate). 

În general, este convenabil s  se presupun  c  tranzi"iile sistemului sunt 
provocate de ni!te fluxuri de evenimente. În acest caz, densit "ile probabilit "ilor 
de tranzi"ie , provin de la fluxurile de evenimente. ij4

Dac  procesul dureaz  un timp îndelungat, este interesant de cunoscut 
comportamentul probabilit "ilor st rilor, pi(t), pentru t tinzând c tre infinit, adic  
 ! " n1i;ptplim ii

t
#((

?7
 (3.157) 

Dac  aceste limite exist , înseamn  c  dup  un anumit timp suficient de 
mare, procesul se stabilizeaz . Sistemul trece dintr-o stare în alta, îns  
probabilit "ile st rilor nu se mai modific . Aceste limite reprezint  în mod 
relativ timpul mediu pe care îl petrece sistemul în fiecare stare. 

Un sistem pentru care exist  limitele probabilit "ilor st rilor pentru t 
tinzând c tre infinit se nume!te sistem ergodic, iar procesul stocastic respectiv 
se nume!te proces ergodic. 

Pentru un sistem ergodic rezult  c  probabilitatea de a se afla într-o 
anumit  stare, dup  un timp suficient de lung, nu depinde de starea din care se 
pleac . 

Nu este suficient ca un sistem s  fie omogen pentru ca s  fie !i ergodic. 
Pentru determinarea ergodicit "ii st rile sistemului sunt împ r"ite în st ri 
esen"iale !i st ri neesen"iale. Acest  clasificare a st rilor a fost descris , 
                                           
2 Sydney Chapman (1888-1970), matematician englez cu cercet ri de matematic  aplicat . 
Andrei Nicolaevici Kolmogorov, matematician rus cu lucr ri importante în domeniul teoriei 
probabilit "ilor. 
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aproximativ în acela!i timp, de A.N. Kolmogorov pentru lan"urile Markov 
având o mul"ime num rabil  de st ri !i de W. Doeblin pentru lan"urile Markov 
cu num r finit de st ri. 

Se noteaz  cu Pij(n) probabilitatea ca sistemul s  treac  din starea Si în 
starea Sj, în exact n pa!i. 

O stare Si se nume!te neesen"ial  sau de tranzi"ie dac  exist  o stare Sj !i 
un num r n astfel încât Pij(n) > 0, dar Pji(m) = 0, pentru orice m. Pentru un 
proces Markov, când timpul este continuu, în locul num rului de pa!i, n, se 
poate considera un interval de timp 5, în care s  aib  loc tranzi"ia din starea Si în 
starea Sj. Din defini"ie, rezult  c  o stare neesen"ial  poate fi atins  de sistem, 
îns  odat  p r sit , nu se mai revine în ea. 

St rile S1 !i S2 din figura 3.16 reprezint  exemple de st ri neesen"iale. 
Toate st rile care nu sunt neesen"iale se numesc esen iale.Rezult  deci c  

o stare Si este esen"ial  dac  nu exist  nici o alt  stare Sj, în care s  se ajung  pe 
un drum oarecare din Si, f r  ca sistemul s  mai poat  reveni în Si. St rile S3 !i 
S4 din figura 3.16 sunt exemple de st ri esen"iale. 

Dac  Si !i Sj sunt dou  st ri esen"iale !i, pentru cazul discret, exist  dou  
numere naturale m !i n, astfel încât Pij(n) > 0, Pji(m) > 0,atunci st rile Si !i Sj se 
numesc comunicante. Aceast  rela"ie este tranzitiv . St rile S3 !i S4 din figura 
3.16 sunt st ri comunicante, în timp ce st rile S3 !i S4 din figura 3.17, de!i sunt 
esen"iale, nu sunt st ri comunicante. 
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Figura 3.16 - Reprezentarea unui proces Markov. 
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S1

S2 S3

S4
 

Figura 3.17 - Diagrama de tranzi"ii asociat . 
 

Se poate demonstra c , pentru un sistem cu num r finit de st ri, condi"ia 
necesar  !i suficient  pentru ergodicitate este ca toate st rile esen"iale s  fie 
comunicante. 

Pentru st rile neesen"iale limitele probabilit "ilor st rilor sunt zero, 
deoarece odat  p r sit  o stare neesen"ial  nu se mai revine în ea. 

În cazul în care un sistem este ergodic, limitele probabilit "ilor st rilor se 
pot ob"ine din ecua"iile Chapman-Kolmogorov, în care se anuleaz  toate 
derivatele. Se ob"ine astfel un sistem liniar de n ecua"ii cu n necunoscute. Mai 
trebuie considerat  !i ecua"ia 

  (3.158) 1p
n

1j
j ()

(

care trebuie întotdeauna verificat . Sistemul caracterizat prin graful din figura 
3.16 este ergodic, în timp ce sistemul având graful din figura 3.17 nu este 
ergodic. 

Dac  sistemul are un num r infinit de st ri, atunci condi"ia enun"at  
anterior nu mai este suficient  !i mai trebuie ad ugate restric"ii suplimentare. 

Când coeficien"ii  sunt func"ii de timp, deci procesul nu mai este 

omogen, ecua"iile Chapman-Kolmogorov sunt dificil de rezolvat. Vom prezenta 
în continuare un caz de rezolvare a unor ecua"ii difern"iale de ordinuk întâi, cu 
coeficien"i variabili în timp. 

ij4
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33..1122..33  EECCUUAA!!IIII  DDIIFFEERREENN!!IIAALLEE  CCUU  CCOOEEFFIICCIIEENN!!II  
VVAARRIIAABBIILLII  ÎÎNN  TTIIMMPP  

 
În general sunt greu de rezolvat deoarece necesit  substitu"ii, punerea 

solu"iilor sub form  de serie. În acest caz particular avem doar ecua"ii difern"iale 
de ordinul întâi, iar solu"ia poate fi ob"inut  utilizând metoda factorilor 
integran"i. 

O ecua"ie de ordinul întâi: 

 ! " ! "tfyta
dt

dy
(6  (3.159) 

poate fi rescris  sub urm toarea form : 

 ! "tfy
dt

dp

p

1

dt

dy
(88

9

:
;;
<

=
16  (3.160) 

unde p este o nou  variabil  ce va fi legat  de a(t). 
Ecua"ia (3.160) poate fi acum pus  acum sub forma: 

 ! " !tfpy
dt

d

p

1
(1 " (3.161) 

deoarece: 

 ! "
dt

dy
y

dt

dp

p

1
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1
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d
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1
61(8

9
:

;
<
= 61(1  (3.162) 

sau: 

 ! " ! " ! " ! "dttpfpyd,tpfpy
dt

d
((  (3.163) 

rela"ie ce poate fi integrat : 

 ! " ! " ! " cdttpfpydttpfpyd 6(D( EEE  (3.164) 

în care c este constanta de integrare, sau: 

 ! "
p

c
dttpf

p

1
y 6( E  (3.165) 

Pentru a-l elimina pe p, se utilizeaz  substitu"ia f cut : 

 ! "ta
dt

dp

p

1
(1  (3.166) 

!i rezult : 

 ! " ! " ! " ! "E(D(D(D( EEE dttaepdttaplndtta
p

dp
dtta

p

dp
 (3.167) 

Ecua"iile (3.165) !i (3.167) reduc solu"ia oric rei ecua"ii de ordin întâi la dou  
integr ri succesive: 
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 ! " ! " ! " ! "
p

c
dttpf

p

1
yeptfyta

dt

dy dxxa
6((D(6 EE  (3.168) 

 

33..1122..44  PPRROOCCEESSEE  DDEE  NNAA  TTEERREE    II  DDEE  MMOOAARRTTEE  
 

Se consider  un sistem care poate avea un num r finit sau num rabil de 
st ri: . În intervalul de timp unic, ,...S,S 10 t5 , sistemul aflat în starea  poate 
trece în starea , cu probabilitatea 

kS

1kS 6 tk54 , poate trece în starea , cu 
probabilitatea , sau poate r mâne în starea , cu probabilitatea 

. Probabilitatea ca sistemul aflat în starea  s  treac  în alte 
st ri decât cele specificate este neglijabil . Avem de-a face cu un proces Markov 
care, pentru cazul unui num r finit de st ri, are graful reprezentat în figura 3.18. 

1kS  

tk5F kS
! t1 kk 5F64 "

0n

kS

S-a presupus c  , 00 (F (4  !i nici nu au mai fost reprezentate. 
Coeficien"ii k4  !i  se presupune c  sunt dependen"i de kF k , dar 

independen"i de t , ceea ce conduce la un proces Markov omogen. 
Procesul stocastic descris mai sus poart  numele de proces de na!tere !i de 

moarte. Dac  starea  denot  o popula"ie de kS k  elemente, atunci o tranzi"ie în 
starea  reprezint  o na!tere, iar o tranzi"ie în starea  reprezint  o moarte.  1kS 6 1kS  

Un exemplu îl constituie mul"imea calculatoarelor aflate în func"iune în-
tr-o institu"ie. Atunci când unul se defecteaz  înseamn  c  are loc o moarte, iar 
când unul este reparat are loc o na!tere. 
 

S1

S2S3 S5S4

 
Figura 3.18 - Exemplu de proces Markov. 
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Dac  ! " 0i,0i G'(F , atunci vom avea de-a face cu un proces de na!tere 
pur . Dac  ! " 0i,0i G'(4 , atunci avem de-a face numai cu un proces de 
moarte. Grafului din figura 3.18, care descrie un proces ergodic, îi corespund 
urm torul sistem de ecua"ii diferen"iale (Chapman-Kolmogorov): 

 

! " ! " ! "

! " ! " ! " ! " ! " ! " 1nk1,tptptp
dt

tdp

tptp
dt

tdp

kkk1k1k1k1k
k

0011
0

 HH'F64 F64(

4 F(

66  

!  (3.169) 

Rezolvarea acestui sistem, adaugând ecua"ia de normalitate: 

  (3.170) ! " 1tp
n

0i
i ()

(

!i setul de condi"ii ini"iale 
 ! " ! " ! "0p0p0p n10   (3.171) 

conduce la probabilit "ile st rilor, ! "tpk . 
Procesul fiind ergodic, exist  limitele probabilit "ilor pentru t tinzând 

c tre infinit. Aceste limite se pot afla din ecua"iile Chapman-Kolmogorov, în 
care se anuleaz  derivatele. Se ob"ine: 

 

0n

1i
i

1n

0i
i

n

0
21

10
2

0
1

0
1

pp

pp

pp

I

I

(

 

(

F

4
(

FF
44

(

F
4

(

!  (3.172) 

Înlocuind aceste expresii în ecua"ia: 

 1 (3.173) p
n

0i
i ()

(

rezult : 

 

I

I

(

 

(

F

4
66

FF
44

6
F
4

6

(

n

1i
i

1n

0i
i

21

10

1

0

0

1

1
p

 

 (3.174) 
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44..  CCAALLCCUULLUULL  FFIIAABBIILLIITT$$!!IIII  SSIISSTTEEMMEELLOORR  
 
 În general, sistemele electronice sunt foarte complexe !i pentru calculul 
fiabilit "ii ele trebuie descompuse în entit "i func"ionale mai simple. Vom 
prezenta dou  metode de calcul a fiabilit "ii sistemelor: o metod  bazat  pe 
modelul structural !i o metod  care folose!te procesele Markov. 
 

44..11  CCAALLCCUULLUULL  FFIIAABBIILLIITT$$!!IIII  SSIISSTTEEMMEELLOORR  PPEE  BBAAZZAA  
MMOODDEELLUULLUUII  SSTTRRUUCCTTUURRAALL  

 
Sistemul se descompune în unit "i a c ror func"ionare este independent  

de celelalte. Leg tura dintre unit "i (blocuri) nu depinde de modul în care ele 
sunt conectate, ci de modul în care concur  la buna func"ionare a sistemului. 
Astfel, dac  pentru buna func"ionare a unui sistem descompus în n  blocuri, 
trebuie ca toate s  func"ioneze, atunci blocurile se conecteaz  în serie din punct 
de vedere fiabilistic (figura 4.1). 
 

1 2 3 n

 
Figura 4.1 - Structura serie. 

 
Exemplu: Consider m circuitul din figura 4.2: 

 

a

b

c

x

y

P2

P3

P1
R1

R2

+VCC

+VCC 
Figura 4.2 - Schema circuitului exemplificat. 

 
Pentru buna lui func"ionare, trebuie s  func"ioneze: poarta  !i poarta  

!i poarta  !i rezisten a  !i rezisten a  !i sursa de alimentare  
1P 2P

3P 1R 2R CCV .
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Atunci în modelul fiabilistic, acestea reprezint  blocuri legate în serie (figura 
4.3). 
 

P1 R1P2 R2 VCCP3

 
Figura 4.3 - Modelul fiabilistic pentru circuitul din figura 4.2. 

 
În cazul în care un sistem (subsistem) compus din n  unit "i este 

func"ional dac  cel pu"in o unitate func"ioneaz , atunci cele  unit "i se 
consider  legate în paralel din punct de vedere fiabilistic (figura 4.4). 

n

 

1

2

n

 
Figura 4.4 - Structura paralel. 

 
În cadrul sistemelor complexe pot apare atât structuri serie cât !i structuri 

paralel. De asemenea, pot apare structuri care nu pot fi asimilate nici ca serie, 
nici ca paralel, numite structuri nedecompozabile. Câteva exemple sunt 
prezentate în figura 4.5. 
 

Exemplu: Consider m circuitul din figura 4.6. 
Rezisten"ele  !i  sunt astfel alese încât este suficient s  func"ioneze 

corect una dintre ele pentru ca poarta  s  func"ioneze. Se presupune c  
defectarea unei rezisten"e se face prin întreruperea ei, acesta fiind cazul cel mai 
frecvent. În felul acesta, defectarea unei rezisten"e nu duce la c derea sistemului. 
Pentru ca acest circuit s  func"ioneze corect, trebuie s! func ioneze poarta  !i 

poarta  !i sursa  !i rezisten a , sau s! func ioneze poarta  !i poarta 

 !i sursa  !i rezisten a  

1R 2R

2P

1P

2P CCV 1R 1P

2P CCV 2R .
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Rezult  atunci modelul structural al sistemului din figura 4.6, prezentat în 
figura 4.7: 
 

1 2

3
1

2

3

1 2

3 4

5

 
Figura 4.5 - Structuri nedecompozabile. 

 

a

b
xP2

P1
R1 R2

+VCC

 
Figura 4.6 - Exemplu de circuit. 

 

P1

R1

P2

R2

VCC

 
Figura 4.7 - Modelul structural al sistemului din figura 4.6. 

 
Exemplu: Un sistem este compus din opt blocuri !i func"ioneaz  corect 

dac  urm toarele blocuri sunt func"ionale: 
(1 J 2 J3 J 4 J 5) K (1 J 2 J 6 J 4 J 5) K (1 J 2 J 7 J 8) 
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S  se deseneze modelul structural echivalent. 
Solu ie: Modelul rezultat în urma descrierii anterioare este cel prezentat în 

figura 4.8: 
 

1 2 3 4 5

6

7 8

 
Figura 4.8 - Modelul structural pentru sistemul descompus în opt blocuri. 

 
În continuare vom calcula fiabilitatea structurilor serie, paralel, r din n !i 

nedecompozabile. Vor fi utilizate urm toarele nota"ii: 

ii pR (  - fiabilitatea blocului func"ional  (probabilitatea de bun  
func"ionare pentru blocul func"ional i ); 

i

iii p1qQ  ((  - probabilitatea de defectare a blocului func"ional ; i
R  - fiabilitatea sistemului; 
Q  - probabilitatea ca sistemul s  se defecteze. 

 

44..11..11  FFIIAABBIILLIITTAATTEEAA  SSTTRRUUCCTTUURRIIII  SSEERRIIEE  
 

Pentru un sistem serie, compus din n blocuri func"ionale, s  func"ioneze 
corect, trebuie ca toate blocurile s  func"ioneze: 

! " n21S pppn21PR 111(JJJ( ##  

blocurile fiind independente. Deci: 

  (4.1) II
((

((
n

1i
i

n

1i
iS RpR

  (4.2) !II
((

  ( ( (
n

1i
i

n

1i
iSS q11p1R1Q "

  (4.3) ! " ! " ! " ###  6666666 (  
(
I n1n3121n21

n

1i
i qqqqqqqqq1q1

Dac  blocurile au o fiabilitate ridicat , atunci  se apropie de 1 !i 1ip iq  
sunt numere mici, apropiate de zero. Putem deci neglija termenii care con"in 
produse de dou  sau mai multe . Ob"inem deci: iq
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  (4.4) ! "L )
(

(666  (
n

1i
in21S qqqq11Q # M

În cazul în care blocurile componente ale sistemului au timpi de defectare 
repartiza"i exponen"ial, acesta fiind cazul cel mai frecvent, rezult : 

  (4.5) t
i

ieR 4 (

  (4.6) t
ttn

1i

t S

n

1i
i

n

1i
i

i eeeeR 4 8
8
9

:
;
;
<

=
4 4 

(

4 ((((
))
((I

Deci sistemul, pe ansamblu, urmeaz  tot o reparti"ie exponen"ial , având 
intensitatea defec"iunilor 

  (4.7) )
(

4(4
n

1i
iS

 

44..11..22  FFIIAABBIILLIITTAATTEEAA  SSTTRRUUCCTTUURRIIII  PPAARRAALLEELL  
 

O structur  paralel, compus  din n blocuri, func"ioneaz  în cazul în care 
cel pu"in un bloc este func"ional. Vom calcula probabilitatea , ca sistemul s  
se defecteze. Pentru ca acesta s  se defecteze trebuie s! se defecteze blocul 1 !i 

blocul  !i ... !i blocul . 

PQ

2 n

 ! " I
(

(JJJ(
n

1i
iP qn21PQ #  (4.8) 

blocurile fiind presupuse independente în func"ionare !i în defectare, iar 
n1i,q i #(  reprezint  probabilit "ile de defectare ale blocurilor. Atunci 

fiabilitatea sistemului este: 

  (4.9) ! " !III
(((

  (  ( ( (
n

1i
i

n

1i
i

n

1i
iPP R11p11q1Q1R "

 
Exemplu: Consider m un sistem compus din dou  blocuri func"ionale 

identice, conectate în paralel, ca în figura 4.9, fiecare având fiabilitatea R. 
 

1

2

 
Figura 4.9 – Structura paralel compus  din dou  blocuri identice. 
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Solu ie: Fiabilitatea acestei structuri este: 
! "! " 212121P ppppp1p11R  6(   (  

deoarece în cazul nostru 
1R0;RRR2RRpp 2

P21 NHO (D((  

 

44..11..33  FFIIAABBIILLIITTAATTEEAA  SSTTRRUUCCTTUURRIIII  rr  DDIINN  nn  

 

O structur  simpl  !i destul de r spândit  se ob"ine în cazul în care un 
sistem format din  blocuri (componente) necesit  pentru buna func"ionare cel 
pu"in 

n
r  componente valide. Evident nr H . În continuare vom analiza cazul în 

care cele  blocuri sunt identice !i independente, având aceea!i probabilitate de 
bun  func"ionare, . Probabilitatea ca, din cele  blocuri, s  func"ioneze exact 

n
p n

r  este: 

 ! " ! " rnrr

nn p1prP C
  (  (4.10) 

fiind dat  de reparti"ia binomial . 
Sistemul func"ioneaz  dac  sunt valide r  blocuri, sau 1r 6  blocuri, sau ..., 

sau n  blocuri. Deci: 

  (4.11) ! ")
(

  (
n

rk

knkk

n p1pR C

În cazul în care nr (  înseamn  c  toate cele  blocuri trebuie s  fie 
func"ionale !i se ob"ine structura serie. Dac  1

n
r ( , adic  este suficient s  

func"ioneze un singur bloc, se ob"ine structura paralel. 
 

44..11..44  FFIIAABBIILLIITTAATTEEAA  SSTTRRUUCCTTUURRIILLOORR  
NNEEDDEECCOOMMPPOOZZAABBIILLEE  

 
Structurile nedecompozabile se reduc tot la structuri serie !i paralel, prin 

utilizarea formulei probabilit "ii totale: dac  n1i,H i #(  sunt  evenimente 
care se exclud reciproc !i dac  evenimentul A  se poate realiza numai dac  unul 
dintre evenimentele 

n

n1i,H i #( , se realizeaz , atunci: 

 ! " ! " !L)
(

1(
n

1i
ii HAPHPAP "M (4.12) 

unde ! iHAP " reprezint  probabilitatea realiz rii evenimentului , în ipoteza 

c  s-a realizat 

A

n1i,H i #( , iar ! "iHP  reprezint  probabilitatea realiz rii 

evenimentului n1i,H i #( . 
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În cazul nostru,  reprezint  evenimentul ca sistemul S s  func"ioneze. 
Pentru început, ca evenimente independente consider m doar dou  evenimente: 

A

23  - blocul i  func"ioneaz  sigur; 1H

23  - blocul i  este defect sigur. 2H
Atunci probabilitatea ca sistemul s  func"ioneze este: 

 ! " ! " ! " ! " ! " ! " ! " ! "iSPR1iSPRHSPHPHSPHPSPR ii2211  6(6((  (4.13) 

Trebuie men"ionat c , în modelul structural un bloc care func"ioneaz  
sigur se înlocuie!te cu un scurtcircuit, iar un bloc care este defect sigur se 
înlocuie!te cu o întrerupere. 
 

Exemplu: S  se calculeze fiabilitatea sistemului al c rui model structural 
este reprezentat în figura 4.10. 
 

R1 R2

R3 R4

R5

 
Figura 4.10 - Exemplu de sistem cu structur  nedecompozabil . 

 
Solu ie: Vom considera urm torul sistem de evenimente: 
23  - blocul 5  func"ioneaz  sigur, 1H ! " 51 RHP ( ; 

23  - blocul 5  este defect sigur, 2H ! " 52 R1HP  ( . 
Probabilitatea ca sistemul s  func"ioneze, adic  fiabilitatea sistemului, va fi: 

 ! " ! " ! " ! " ! " ! " ! " ! "5SPR15SPRHSPHPHSPHPSPR 552211  6(6((  (4.14) 

! 5SP "  se calculeaz  pe modelul reprezentat în figura 4.11, în care blocul 5  a 
fost înlocuit cu un scurtcircuit. 
 

R1 R2

R3 R4

 
Figura 4.11 - Modelul structural pentru calculul ! "5SP . 
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Blocurile 1 !i  sunt conectate în paralel. Idem, blocurile 2  !i . 3 4

 
424224

313113

RRRRR

RRRRR

 6(

 6(
 (4.15) 

În continuare, cele dou  blocuri sunt conectate în serie, a!a cum rezult  
din analiza figurii 4.12. 
 ! " ! "! "424231312413 RRRRRRRRRR5SP  6 6((  (4.16) 

 

R13 R24

 
Figura 4.12 - ! "5SP . 

 
Probabilitatea ! "5SP  se calculeaz  pe modelul din figura 4.13, în care blocul 5  
a fost înlocuit cu o întrerupere. 
 

R1 R2

R3 R4

 

Figura 4.13 - Modelul structural pentru calculul ! "5SP . 
 

Blocurile 1 !i  sunt conectate în serie: 2 2112 RRR ( . Idem blocurile  !i 
: . Cele dou  blocuri rezultate sunt conectate în paralel, conform 

figurii 4.14. 

3
4 4334 RRR (

 

R12

R34

 

Figura 4.14 - ! "5SP . 
 
Deci: 
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 ! " 4321432134123412 RRRRRRRRRRRR5SP  6( 6(  (4.17) 

Rezult : 
 ! " ! "! "6 6 6(( 424231315 RRRRRRRRRSPR  
 ! "! 432143215 RRRRRRRRR1 " 6 6  (4.18) 

Dac  blocurile func"ionale sunt identice !i deci: 
 rRRRR 4321 ((((  (4.19) 

atunci rezult : 

 ! " ! "! " ! "2r2r5r2rrr2r1rr2rR 2324222 66 (  6 (  (4.20) 
În cazul unui sistem mai complex se pot considera dou  sau mai multe 

blocuri pentru sistemul de evenimente . Pentru cazul a dou  blocuri,  !i , 
avem: 

iH i j

 ! " ! " ! " ! " ! " ! "6 6 6( j,iSPR1Rj,iSPRR1j,iSPRRSP jijiji  

 ! "! " ! "j,iSPR1R1 ji   6  (4.21) 

Analog se procedeaz  pentru mai multe blocuri. 
 

44..22  CCAALLCCUULLUULL  FFIIAABBIILLIITT$$!!IIII  SSIISSTTEEMMEELLOORR  UUTTIILLIIZZÂÂNNDD  
MMOODDEELLEE  MMAARRKKOOVV  

 
Calculul fiabilit "ii sistemelor pe baza modelelor Markov comport  

urm toarele etape: 
23 definirea st rilor sistemului; 
23 desemnarea grafului orientat asociat sistemului; 
23 scrierea !i rezolvarea sistemului de ecua"ii diferen"iale Chapman - 

Kolmogorov. 
La modul cel mai general, unui sistem cu  blocuri i se pot asocia 

st ri, reprezentând toate combina"iile posibile de func"ionare / nefunc"ionare 
pentru cele n  blocuri. Nu toate st rile au îns  semnifica"ie fizic  pentru un 
sistem particular. În func"ie de structura sistemului num rul de st ri poate fi 
sensibil redus. Astfel, pentru o configura"ie paralel, este util ca starea  s  
reprezinte starea în care sunt 

n n2  

kS
k  blocuri defecte, deci un sistem cu  blocuri va 

avea  st ri: . Probabilit "ile de tranzi"ie rezult  din 
particularit "ile sistemului analizat. 

n
1n 6 nk10 S,,S,,S,S ##

Pentru o structur  serie, când defectarea unui bloc determin  c derea 
întregului sistem, se pot defini st rile astfel:  reprezint  starea în care blocul kS
k  este defect. Pentru un sistem cu  componente rezult   st ri. În func"ie de 
configura"ia sistemului pot rezulta !i alte moduri de definire a st rilor. Ultimele 
dou  etape au fost deja studiate detaliat în capitolul referitor la modelele 

n n
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Markov. 
 

44..33  CCOONNSSIIDDEERRAA!!IIII  AASSUUPPRRAA  TTIIMMPPUULLUUII  MMEEDDIIUU  DDEE  BBUUNN$$  
FFUUNNCC!!IIOONNAARREE  

 
Vom încerca s  apreciem modul în care structurile anterior amintite 

influen"eaz  timpul mediu de bun  func"ionare (MTBF). Conform defini"iei: 

  (4.22) ! " ! "
! "

EEE
?6  ?6?6 E

(((
0

dxxz

00

dtedttRdtttfMTBF

t

0

în care  reprezint  intensitatea defec"iunilor. ! "tz
23 Pentru structura serie: 

 4.23) ! " ! "
! " ! "E ))E 8

8
9

:
;
;
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(( (((I
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n
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0
i dxxzdxxzn

1i
i eetRtR  (

Rezult  atunci: 

  (4.24) 
! "
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dxxz

dteMTBF
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Pentru cazul: 
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((D(4(
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n
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0
n

1i
i

t

ii
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1
11

dteMTBF.cttz

n

1i
i

 (4.25) 

adic  . ! " n,,2,1i,MTBFMTBF i #('N
Dac   sunt func"ii care difer  mult între ele, atunci  este mai 

dificil de evaluat. 
! "tz i MTBF

23 În cazul structurii paralel, expresia fiabilit "ii este: 

  (4.26) ! " ! "! " ! " ! " ! " ! " ! "I))I
(

6

P
(((

 66 (  (
n

1k
k

1n
n

ji
1j,i

ji

n

1i
i

n

1i
i tR1tRtRtRtR11tR  

Folosind intensit "ile defec"iunilor, rezult : 

  (4.27) ! "
! " ! " ! "! "

! "
! "E)EE
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t
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1n
n

ji
1j,i

dxxzxzn
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e1dtedtetR  

Dac  , atunci: ! " .cttz ii (4(

 ! "
)
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(

6

P
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(
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1i
i

1n
n

ji
1j,i ji

n

1i i

1
1

11
MTBF   (4.28) 
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Dac  în plus, n1i,i #(4(4 , se ob"ine: 

 ! ")
(

6 1 1
4

(
n

1k

k

n1k

k
1

1
MTBF C  (4.29) 

Se demonstreaz  c  aceast  expresie este echivalent  cu urm toarea: 

 ! "
! "

 6
6

 66(1
4

( ))
(( 1nn12

1

n2

1
nln557,0

k

1
,

k

11
MTBF

n

1k

n

1k

 (4.30) 

23 Pentru structura r din n, formula fiabilit "ii este: 

   ! " ! " ! "! " ( ( ( ))
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n

rk

kn
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n

n
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knkk

ntotal tR1tRp1pR CC

  (4.31) 
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knttkk
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dxxzdxxzk
k

n e1ee1e CC
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t

0

dac  . ! " constanttz (4(
Pentru un caz concret, se desfac parantezele, se ordoneaz  expresia, iar 

apoi MTBF se calculeaz  integrând termen cu termen. 
Pentru alte cazuri, MTBF este dificil de calculat, chiar dac  toate 

intensit "ile defec"iunilor sunt constante. O metod  const  în exprimarea 
formulei fiabilit "ii, folosind grup ri serie sau paralel !i integrarea termen cu 
termen a acestei expresii. 
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55..  MMOODDAALLIITT$$!!II  DDEE  CCRREE  TTEERREE  AA  
DDIISSPPOONNIIBBIILLIITT$$!!IIII  SSIISSTTEEMMEELLOORR  

 
Fiabilitatea !i mentenabilitatea unui produs trebuie avute în vedere înc  

din faza de concep"ie a unui produs !i urm rite de-a lungul procesului de 
fabrica"ie !i mai departe, la beneficiar. 

Procesul de cre!tere a fiabilit "ii presupune luarea în considerare a testelor 
hardware, a defectelor ce apar, a corect rii proiect rii urmat  din nou de testare. 
Elementele distincte ce trebuie urm rite sunt: 

23 detec"ia erorilor hardware; 
23 analiza cauzelor producerii lor; 
23 reconsiderarea proiect rii avându-se în vedere problemele ap rute; 
23 implementarea ac"iunilor corective pentru înl turarea producerii 

defectelor. 
Cre!terea disponibilit "ii sistemelor de calcul se poate realiza prin 

asigurarea unei fiabilit "i ridicate a produsului la ie!irea din fabric  !i prin 
proiectarea pentru u!urarea mentenabilit "ii, ceea ce conduce atât la mic!orarea 
timpului de punere în func"iune a sistemului, cât !i la mic!orarea timpului de 
reparare la apari"ia unui defect. 

Dintre metodele utilizate men"ion m: 
23 realizarea unor scheme cât mai simple, cu un num r redus de 

componente !i, implicit, cu o fiabilitate ridicat ; 
23 crearea de scheme care admit toleran"e mari ale parametrilor 

elementelor !i ale ac"iunii factorilor externi; 
23 eliminarea componentelor ce prezint  mortalitate infantil ; 
23 alegerea unor componente de calitate superioar , cu valori sc zute ale 

intensit "ii defec"iunilor !i folosirea unui regim de func"ionare adecvat 
(u!urarea regimului de func"ionare conduce la sc derea intensit "ii 
defec"iunilor; 

23 utilizarea unor sisteme cu rezervare (redondante). În esen"  const  din 
folosirea unor blocuri de rezerv  ce înlocuiesc, în caz de defectare, 
blocul de baz ; 

23 proiectarea sistemelor în vederea test rii, asigurându-se un grad înalt 
de mentenabilitate. 
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55..11  SSEELLEECC!!IIAA,,  CCOONNTTRROOLLUULL    II  ÎÎMMBB$$TTRRÂÂNNIIRREEAA  
CCOOMMPPOONNEENNTTEELLOORR  

 
Un sistem electronic se compune dintr-o diversitate de componente care, 

în general, pot fi alese dintr-un sortiment destul de larg. Fiabilitatea global  a 
sistemului este strâns legat  de fiabilitatea componentelor folosite. 

Selec"ia !i controlul componentelor reprezint  o sarcin  complex  la care 
particip  inginerii speciali!ti în componente, anali!tii defect rilor, inginerii de 
fiabilitate !i inginerii proiectan"i.  

Exist  numeroase recomand ri pentru selec"ia !i controlul componentelor. 
câteva legi de baz  au în vedere urm toarele: 

23 determinarea tipului componentelor ce trbuie s  îndeplineasc  animite 
func"ii într-un mediu de operare specificat. Astfel, se folose!te o 
anumit  component  în mediu marin !i o alta pentru condi"ii de 
laborator, chiar dac , din punct de vedere electric, au aceea!i func"ie; 

23 se determin  sec"iunile critice, în care defectarea unor componente are 
implica"ii majore în siguran"a în func"ionare !i în fiabilitate; 

23 se studiaz  modul de procurare a componentelor !i timpul de ob"inere. 
Se prefer  componente standardizate, furnizate de mai mul"i fabrican"i; 

23 se estimeaz  stresul la care vor fi supuse componentele în aplica"ie; 
23 se determin  nivelul de fiabilitate necesar pentru componente în 

aplica"ie; 
23 se determin  modul cel mai eficient de “îmb trânire” a componentelor. 
Îmb trânirea componentelor "ine seama de modul în care variaz  în timp 

intensitatea defec"iunilor. S-a constatat c  intensitatea defec"iunilor variaz  în 
timp, pentru cele mai multe cazuri, dup  a!a numit  curb  “cad  de baie”, 
reprezentat  în figura 5.1. 

Pe grafic se pot distinge trei zone. Prima, denumit  perioada de 
mortalitate infantil  sau de tinere"e, se caracterizeaz  prin valori mari ale 
intensit "ii defec"iunilor, datorate în general unor defecte ascunse din materiale, 
unor deficien"e de fabrica"ie, etc. Urmeaz  perioada de maturitate, în care 
intensitatea defec"iunilor este aproximativ constant  !i, în final, perioada de 
b trâne"e când, datorit  uzurii, intensitatea defec"iunilor cre!te foarte mult. 

Produc torul poate ac"iona în dou  moduri pentru a minimiza efectul 
primei zone: folosind teste pentru ridicarea calit "ii produsului !i teste pentru 
îmb trânirea accelerat  a produsului. 

Testele de calitate se refer  la reducerea num rului de echipamente care 
se pot defecta infantil, printr-o inspec"ie atent  a fabrica"iei !i prin testarea 
conven"ional . 
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z(t)

timp

I II III

 
Figura 5.1 - Curba “cad  de baie” pentru intensitatea defec"iunilor. 

 
Îmb trânirea are ca scop descoperirea componentelor, blocurilor 

predispuse la defec"iune !i parcurgerea accelerat  a primei zone din graficul 
intensit "ii defec"iunilor. Aceast  ac"iune const  din aplicarea unor teste cu grad 
ridicat de stres, care conduc la c derea componentelor cu defecte incipiente, f r  
a afecta integritatea echipamentului. Stresul poate consta într-o temperatur  
ridicat , în vibra"ii, etc. În figura 5.2 se poate observa modul în care stresul, 
temperatura în acest caz, influen"eaz  varia"ia intensit "ii defec"iunilor. 
 

z(t)

timp

100 CO

125 CO

225 CO

 
Figura 5.2 - Influen"a stresului asupra intensit "ii defec"iunilor. 

 
Ideea ac"iunii de îmb trânire este c  piesele inferioare se vor defecta, iar 

cele superioare vor rezista, nivelul stresului fiind ales în mod corespunz tor 
pentru a nu degrada componentele bune. Piesele care nu se defecteaz  înseamn  
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c  au o fiabilitate corespunz toare !i se presupune c  s-a trecut prima zon  de 
varia"ie a intensit "ii defec"iunilor. 

Îmb trânirea poate fi efectuat  la fabricantul de componente sau la 
fabricantul de echipamente. Oricum, este preferabil ca fabricantul de 
echipamente s  verifice fiabilitatea componentelor. 

Atunci când se suspecteaz  prezen"a anumitor mecanisme de defectare, ca 
urmare a procesului particular de fabrica"ie, trebuie alese teste de îmb trânire 
care s  detecteze acele componente presupuse ca nefiabile. 

Testele cu grad ridicat de stres se aplic  în toate fazele de fabrica"ie, 
conform urm torilor pa!i: 

23 recep"ia !i testarea componentelor - se înl tur  componentele care nu 
rezist  la teste; 

23 testarea modulelor din care se compune echipamentul - se înl tur  
defectele care apar !i pasul este reluat pân  nu mai apar defec"iuni; 

23 testarea întregului echipament - se înl tur  defec"iunile care apar !i 
pasul este reluat pân  nu mai apar defec"iuni. 

Trebuie men"ionat c  persoanele implicate în selec"ia testelor aplicate 
trebuie s  cunoasc  în profunzime to"i pa!ii procesului de fabrica"ie, defectele 
posibile la fiecare pas, ponderea unui anumit defect în mul"imea total  a 
defectelor. 

O alt  metod  de cre!tere a fiabilit "ii sistemelor const  în depistarea 
componentelor care contribuie la majoritatea defectelor. În general, mai pu"in de 
10% din tipurile de componente folosite provoac  între 50% !i 80% din 
defecte. Aceste componente se înlocuiesc cu altele de calitate superioar . 
 

55..22  UU  UURRAARREEAA  RREEGGIIMMUULLUUII  DDEE  FFUUNNCC!!IIOONNAARREE  
 

Intensitatea defec"iunilor are valori cu atât mai mici cu cât componenta 
opereaz  la parametri inferiori celor nominali. 

U!urarea regimului de func"ionare poate fi îndeplinit  fie reducând gradul 
de stres în operare, fie m rind puterea, capacitatea componentei. 

Un factor de stres ce trebuie avut în vedere pentru toate cazurile este 
temperatura, ce influen"eaz  puternic intensitatea defec"iunilor. În afar  de 
aceasta, pentru fiecare component  exist  un anumit factor de stres ce 
influen"eaz  în mod decisiv intensitatea defec"iunilor. Astfel, pentru rezisten"e se 
define!te raportul dintre puterea de operare !i cea nomonal , pentru capacit "i 
raportul dintre tensiunea de operare !i cea nominal , pentru semiconductoare 
raportul dintre puterea de operare !i cea nominal . 

În catalogul de componente !i circuite electronice se dau în mod uzual 
ni!te curbe cu recomand ri pentru regimul de utilizare, în func"ie de anumi"i 
factori critici de mediu. 
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În figura 5.3 se d  un exemplu de asemenea curb  pentru microcircuite la 
care, conform specifica"iei de catalog, temperatura maxim  a jonc"iunii este de 
125oC. Se observ  existen"a a trei regiuni: A, B !i C. Regiunea A este cea 
recomandat , pentru care raportul fiabilitate-cost furnizeaz  margini de 
siguran"  optime. Regiunea B poate fi !i ea utilizat , îns  pe termen lung 
fiabilitatea se degradeaz . Zona C este interzis  pentru utilizare. Aceste zone de 
func"ionare pot diferi, pentru aceea!i component , în func"ie de natura aplica"iei. 
În figura 5.3 este dat un exemplu pentru rezisten"e cu film metalic în trei feluri 
de aplica"ii: la suprafa"a p mântului, în avia"ie !i spa"iale. 
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Figura 5.3 – Regimuri de utilizare pentru rezisten"e fixe, din film metalic. 

 

55..33  MM$$RRIIRREEAA  FFIIAABBIILLIITT$$!!IIII  PPRRIINN  RREEZZEERRVVAARREE  
 

Fiabilitatea sistemelor poate fi sensibil m rit  prin utilizarea rezerv rii 
(redondan"ei). Aceasta presupune proiectarea suplimentar  a uneia sau a mai 
multor c i de propagare a semnalelor prin sistem, prin ad ugarea de elemente în 
paralel. 

Costul sistemului se m re!te, întrucât sunt ad ugate elemente 
suplimentare, dar scade costul repara"iilor neplanificate. 

Exist  mai multe scheme de rezervare care pot fi utilizate, în func"ie de 
aplica"ie. 
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Clasificarea tehnicilor de rezervare se poate face dup  diferite criterii: 
23 dup" modul de conectare a rezervelor în sistem: 

23 rezervare cu conectare permanent : Rezervele sunt conectate în 
permanen"  pe elementul de baz . Nu sunt necesare elemente 
suplimentare (externe) care s  îndeplineasc  func"iile de detec"ie a 
unui defect, decizie !i comutare pe un element de rezerv . Acest 
grup poate fi divizat mai departe în urm toarele categorii: 

23 rezervare paralel : 
23 simpl ; 
23 duplex; 
23 bimodal : 

23 serie-paralel; 
23 paralel-serie; 

23 rezervare cu votare: majoritar : 
23 simpl ; 
23 adaptabil ; 
23 cu por"i de conectare. 

23 rezervare cu conectare la înlocuire: Pân  la apari"ia defectului 
rezervele nu sunt conectate, sau sunt conectate par"ial în sistem. 
În acest caz sunt necesare elemente suplimentare pentru a 
detecta un defect !i a lua decizia de comutare în scopul cupl rii 
unui bloc de rezerv  în locul celui defect. 

23 dup" condi#iile în care lucreaz" rezervele pân" la defec#iune: 
23 rezervare înc rcat  (fierbinte). Rezervele lucreaz  în condi"ii !i 

solicit ri identice cu elementele de baz . Un exemplu îl constituie 
avionul cvadrimotor, din care numai dou  sunt necesare, îns  
func"ioneaz  toate patru pentru eliminarea timpilor mor"i de punere 
în func"iune la defectarea unuia. În acest caz deosebirea dintre 
elementul de baz  !i cel de rezerv  este pur formal , oricare motor 
putând fi considerat element de baz  sau de rezerv ; 

23 rezervare u!urat  (cald ). Rezervele lucreaz  în condi"ii !i solicit ri 
u!urate fa"  de elementele de baz . Un exemplu îl constituie roata 
de rezerv  a unui automobil: este umflat , dar nu este supus  
solicit rilor mecanice !i termice din timpul mersului; 

23 rezervare neînc rcat  (rece). Rezervele a!teapt  intrare în sistem în 
stare de repaus, nefiind supuse solicit rilor. În acest fel rezervele nu 
se pot defecta în starea de a!teptare (prezint  intensit "i ale 
defec"iunilor extrem de mici). 
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55..44  AANNAALLIIZZAA  UUNNOORR  SSCCHHEEMMEE  DDEE  RREEZZEERRVVAARREE  

55..44..11  RREEZZEERRVVAARREEAA  PPAARRAALLEELL$$  SSIIMMPPLL$$  
 

Este o rezervare la nivel de sistem, în care sistemul de baz  este rezervat 
cu sisteme identice, dar independente din punct de vedere al func"ion rii (figura 
5.4). 
 

1

2

k

R

R

R

 
Figura 5.4 - Rezervarea paralel  simpl . 

 
Bineîn"eles, defec"iunile care apar pot provoca numai întreruperea, din 

punct de vedere fiabilistic, a blocului respectiv. Acest tip de rezervare asigur  o 
protec"ie împotriva defectelor hardware ireversibile la echipamentele ce trebuie 
s  func"ioneze continuu. Fiabilitatea sistemului global este: 

 ! "kS R11R   (  (5.1) 

în care R  este fiabilitatea unui sistem, iar k  num rul de sisteme. 
În cazul în care intensitatea defec"iunilor ! " constanttz (4( , rezult : 

 ! "kt
S

t e11ReR 4 4   (D(  (5.2) 

Din aceste expresii rezult  c  ! "tRS  este întotdeauna mai mare decât 
. De asemenea,  cre!te încet când num rul rezervelor cre!te, iar 

dispersia este !i ea mai mare decât în cazul unui singur element, conform 
expresiilor: 

! "tR SMTBF

 ))
(( 4

(Q
4

(
k

1i
22

2
S

k

1i
S i

11
;

i

11
MTBF  (5.3) 

În figura 5.5 este reprezentat  fiabilitatea sistemului cu rezervare paralel  
simpl , pentru diferite valori ale num rului de rezerve, k . 
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Figura 5.5 - Fiabilitatea pentru rezervarea paralel  simpl . 
 

Avantajele acestei rezerv ri constau în simplitatea ei, în câ!tigul important 
în fiabilitate fa"  de cazul unui singur element !i în faptul c  se poate aplica atât 
la circuitele analogice, cât !i la cele digitale. 

Dintre dezavantaje trebuie amintite: structura este sensibil  la împ r"irea 
tensiunii pe elemente; este dificil de prevenit propagarea defectelor; în 
proiectare trebuie considerate probleme suplimentare care s  permit  cuplarea în 
paralel. 
 

55..44..22  RREEZZEERRVVAARREEAA  PPAARRAALLEELL$$  DDUUPPLLEEXX  
 

Aceast  rezervare se folose!te de obicei în interiorul calculatoarelor 
numerice, pentru a preveni ca un defect logic ap rut într-un loc s  se propage 
mai departe. În figura 5.6 se prezint  structura unei rezerv ri duplex. 

Elementele care se rezerv  sunt  !i , func"ionând în paralel. Ele sunt 
identice, având fiabilitatea . Un detector de eroare sesizeaz  eventualele 
diferen"e între cele dou  elemente !i comand  o logic  de diagnostic, care 
determin  !i dezactiveaz  elementul incorect. 

1A 2A

AR

Din punct de vedere fiabilistic, structura duplex se prezent  ca în figura 
5.7. 
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Figura 5.6 - Structura rezerv rii duplex. 
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Figura 5.7 Modelul fiabilistic pentru rezervarea duplex. 

 
Grupul  I-SAU are modelul fiabilistic prezentat în figura 5.8. 
 

!I
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Figura 5.8 Modelul fiabilistic pentru grupul  I-SAU. 

 
Avem urm toarea fiabilitate pentru grupul  I-SAU: 

 SISAUSAUSISAUSAUGSS RRRRRRR
2121

 !"  (5.4) 

Rezult  atunci c  structura duplex are fiabilitatea: 
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 # $ # $2
GSSGSSDELD

2
SW

2
ASWADUPLEX RR2RRRRRR2R   "  (5.5) 

unde: 
%& RA  - fiabilitatea elementului A; 
%& RSW - fiabilitatea comutatorului reprezentat ca o poart   I; 
%& RLD - fiabilitatea logicii de diagnostic; 
%& RDE - fiabilitatea detectorului de eroare; 
%& RGSS - fiabilitatea grupului  I-SAU. 
Avantajele structurii duplex sunt: 
%& structura func!ioneaz  chiar dac  apar n-1 defecte; 
%& prezint  protec!ie la defecte atât pentru scurtcircuite, cât "i pentru 

întreruperi; 
%& nu permite propagarea erorilor; 
%& unit !ile defecte pot fi reparate f r  a opri întreg sistemul. 
Ca dezavantaje ale structurii duplex putem men!iona: 
%& necesit  o logic  sau un program de diagnostic; 
%& are o complexitate ridicat  datorit  elementelor de comuta!ie, 

detectorului de eroare "i necesit !ilor de existen!  a datelor redondante. 
 

55..44..33  RREEZZEERRVVAARREEAA  BBIIMMOODDAALL""  
 

Acest tip de rezervare este recomandabil la nivelul blocurilor "i 
componentelor. Rezervarea bimodal  serie-paralel ofer  protec!ie împotriva 
defect rilor prin scurtcircuit, în timp ce rezervarea bimodal  paralel-serie ofer  
protec!ie împotriva defect rii prin întreruperi. 
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1
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Figura 5.9 - Rezervarea bimodal  serie-paralel "i paralel-serie. 
 

Expresiile func!iilor de fiabilitate pentru rezervarea bimodal  serie-
paralel, RSP "i paralel-serie, RPS, rezult  în urma unor calcule foarte simple. 
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În figura 5.10 sunt reprezentate grafic RSP, RPS "i R. 
 

R(t)

timp

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
1/ =MTBF0 2/0

R (t)S

R (t)SP

R (t)PS

 
Figura 5.10 - Graficul fiabilit !ii bimodale pentru 2kn ""  "i 

# $ constanttz "0" . 
 

Se observ  c  aceast  rezervare este recomandabil  pentru timpi de 
misiune nu prea mari, când exist  într-adev r un câ"tig în fiabilitate. RPS scade 

rapid sub R, iar dup  
0

1
1

t  "i RSP scade sub R. Rezervarea bimodal  prezint  ca 

dezavantaje introducerea de noi dificult !i în proiectare "i faptul c  se aplic  
numai la nivel de blocuri "i componente. 

O structur  de rezervare care se aplic  tot la nivel de blocuri "i de 
componente identice este rezervarea alunec toare. Sistemul are n blocuri 
identice care trebuie s  func!ioneze "i k blocuri de rezerv , care se pot conecta în 
locul oric ror elemente de baz  defecte (figura 5.11). 

Sistemul este func!ional dac  exist  cel pu!in n blocuri func!ionale. Atunci 
fiabilitatea sistemului este: 

  (5.7) # $2
!

"

 !

!  "
kn

ni

iknii

knRA R1RR C

Este necesar s  fie considerate "i fiabilit !ile elementelor de decizie a 
conect rii, care apar în serie în modelul fiabilistic. 
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Figura 5.11 - Rezervarea alunec toare. 

 
 

55..44..44  RREEZZEERRVVAARREEAA  CCUU  VVOOTTAARREE  MMAAJJOORRIITTAARR""  
 

În cazul acestei rezerv ri informa!ia de prelucrat la mai multe canale cu 
aceea"i func!ie, în num r impar, iar la ie"irea acestora se compar  r spunsurile 
ob!inute (figura 5.12). Se consider  r spuns corect cel de la ie"irea majorit !ii 
canalelor. Rezervarea se aplic  în general pentru circuitele logice ce trebuie s  
func!ioneze intermitent sau continuu "i la care trebuie s  se asigure o fiabilitate 
foarte bun  pe timp scurt. Pentru buna func!ionare a structurii este necesar s  
func!ioneze cel pu!in n blocuri. Presupunând blocurile identice, cu fiabilitatea R, 
iar blocul de decizie cu fiabilitatea RBD, rezult : 

  (5.8) # $ # $ BD

1n

0i

ii1n2i

1n2BD

1n2

ni

i1n2ii

1n2RVM RR1RRR1RR CC 34
5

67
8  "34

5
67
8  " 22

 

"

  
 

 

"

  

 

În cazul în care blocurile nu sunt identice, se fac separat calcule pentru 
toate combina!iile care asigur  func!ionarea schemei. Astfel, pentru cazul 2 din 
3, când blocurile nu sunt identice (figura 5.12), notând cu C,B,AC;B,A,  st rile 
de func!ionare, respectiv de nefunc!ionare ale celor trei elemente, st rilor care 
asigur  func!ionarea sunt: 

%&  cu probabilitatea  ABC CBA RRR ;

%& BCA  cu probabilitatea # $ CBA RRR1 ; 

%& CBA  cu probabilitatea # $ CBA RR1R  ; 

%& CAB  cu probabilitatea # $CBA R1RR  . 
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1

2

2n-1

A

B

C

 
Figura 5.12 

 
Rezult  atunci: 
 # BDCBACBCABA32 RRRRRRRRRRR $ !!"  (5.9) 

De obicei, elementul de decizie are fiabilitatea mult mai mare decât restul 
structurii "i se poate aproxima c : 
 1 (5.10) R BD 9

Vom calcula func!ia de fiabilitate pentru blocuri identice, cu intensitatea 
defec!iunilor constant , pentru dou  cazuri: 

%& votarea 2 din 3; 
%& votarea 3 din 5, 

"i le vom reprezenta grafic împreun  cu fiabilitatea unui singur element, 
. # $ tetR 0 "

 # $ t3t233
3

22
332 e2e3RCR1RCR 0 0  "! "  (5.11) 

 # $ # $ 54355
5

44
5

233
553 R6R15R10RCR1RCR1RCR ! "! ! "  (5.12) 

Deci 

 t5t4t3
53 e6e15e10R 0 0 0 ! "  (5.13) 

În figura 5.13 sunt reprezentate grafic # $ # $tR,tR 5332  "i  # $tR .

S  analiz m în ce condi!ii este avantajoas  rezervarea 2 din 3. Ea convine 
pentru: 

 # $ # $ 01R3R2RR2R3tRtR 20R32
32 : ! ;;9;: <: :  (5.14) 

R d cinile ecua!iei sunt 1,
2

1
. 

Pentru *
+
,

-
.
/= 1,

2

1
R  avem # $ # $tRtR 32 :  "i rezervarea este convenabil , iar 

pentru *
+
,

-
.
/=

2

1
,0R  avem # $ # $tRtR 32 >  "i rezervarea nu mai convine. 
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Când 
2

1
R " , atunci RR 32 " . Pentru cazul când , 

ob!inem 

# $ constanttz "0"

2

1
e t "0 , ,2lnt "0

0
"

693,0
t . 

Deci, pentru timpi mai mari decât 
0
693,0

, fiabilitatea rezerv rii cu votare 

2 din 3 scade sub cea a unui singur element. 
Se observ  c  rezervarea cu votare majoritar  este avantajoas  pentru 

timpi scur!i de misiune, când prezint  un câ"tig mare în fiabilitate. 
Prin proiectare se poate asigura indicarea elementelor defecte, care pot fi 

reparate. În felul acesta, fiabilitatea sistemului poate fi considerabil m rit . 
 

R(t)

timp

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
1/ =MTBF0 2/0

R(t)

R (t)2/3

R (t)3/5

0.693/0  
Figura 5.13 - Graficul # $ # $tR,tR 5332  "i # $tR . 

 
Vom calcula timpul mediu de bun  func!ionare pentru rezervarea cu 

votare majoritar , presupunând c  intensitatea defec!iunilor este constant  "i 
deci fiabilitatea unui element este # $ tetR 0 " . De asemenea, se presupune c  

. 1R BD 9

 # $ # $2
"

0 0   
  "

n

1i

itti1n2i
1n2RVM e1eCR  (5.15) 

 # $ # $ **
+

,
--
.

/

!  
 *

+
,

-
.
/

0
"" 22?

"

 

"
 

@! i

0j

j
ij

1n

0i

i
1n2

0
RVMRVM ji1n2

C
1C

1
dttRMTBF  (5.16) 

Aceast  rela!ie se poate simplifica la forma: 
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 22
 

"

 

" !
A"

!0
"

1n

0i

1n

0i
RVM in

1
MTBF

in

11
MTBF  (5.17) 

 # $ # $ # $ 1n,1
in

1
1n,

n

1

in

1
0i,

n

1

in

1 n

0i

n

0i

n

0i

:B>
!

<:B>
!

<:B>
!

222
"""

 (5.18) 

Rezult : 
 # $ 1n,MTBFMTBFRVM :B>  (5.19) 

adic  timpul mediu de bun  func!ionare pentru orice rezervare cu votare 
majoritar  este mai mic decât timpul mediu de bun  func!ionare al unui bloc. 

Anterior func!iile de fiabilitate au fost calculate f r  a se presupune 
existen!a ac!iunilor de mentenan! . Vom calcula, în continare, utilizând procesul 
Markov, fiabilitatea unei structuri cu rezervare prin votare 2 din 3, considerând 
intensit !ile defec!iunilor "i repar rii constante. Elementul de decizie se 
presupune cu fiabilitate ridicat . 

În figura 5.14 este reprezentat graful procesului Markov, ce modeleaz  
rezervarea 2 din 3. 
 

S0 S1 S2

2030

C  
Figura 5.14 - Modelul Markov pentru calculul fiabilit !ii structurii de rezervare 

2 din 3. 
 

S0 reprezint  starea când sunt zero sisteme defecte, S1 starea cu un sistem 
defect "i S2 starea cu dou  sisteme defecte, când echipamentul nu mai 
func!ioneaz . Deoarece calcul m fiabilitatea (probabilitatea ca sistemul s  
func!ioneze continuu pân  la momentul t) "i nu disponibilitatea (probabilitatea 
de a fi în func!iune la momentul t, chiar dac  anterior au fost unele scoateri din 
uz), revenirea din starea S2 nu mai intereseaz . 

Dac   sunt disponibilit !ile st rilor, atunci fiabilitatea 
sistemului este: 

# $ 3,2,1i,tp i "

 # $ # $tptpR 10R32 !"  (5.20) 

Din graful prezentat în figura 5.14, rezult  urm torul sistem de ecua!ii 
Chapman-Kolmogorov: 
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# $ # $ # $

# $ # $ # $ # $

# $ # $tp2
dt

tdp

tp2tp3
dt

tdp

tp3tp
dt

tdp

1
2

10
1

01
0

0"

C!0 0"

0 C"

 (5.21) 

Lui i se adaug  ecua!ia de normalitate: 
 # $ # $ # $ 1tptptp 210 "!!  (5.22) 

"i setul de condi!ii ini!iale: 

 

# $
# $
# $ 00p

00p

10p

2

1

0

"

"

"

 (5.23) 

Aplicând transformata Laplace sistemului de ecua!ii diferen!iale, se 
ob!ine: 

 

# $ # $ # $

# $ # $ # $ # $

# $ # $sP2ssP

sP+2sP3s1-sP

sP3sP1ssP

12

10

010

0"

C0 0"

0 C" 

 (5.24) 

Din primele dou  ecua!ii rezult : 

 # $ # $
221220 6)s(5s

3
sP;

6)s(5s

2s
sP

0!C!0!
0

"
0!C!0!

C!0!
"  (5.25) 

 5.26) # $ R=<0C!C0"0 C0"D 2,1
2222 s0>10+24+5  (

 R=
0CC0EC!0 

"<!
2

10++)(5
s0>s,s0;>ss

22

2,12121  (5.27) 

Aplicând transformata Laplace invers , ob!inem: 

 
# $ # $ # $' (

# $ # $tsts

21
0

ts
1

ts
1

21
0

11

11

ee
ss

3tp

es++2es++2
ss

1
tp

 
 
0

"

C0 C0
 

"
 (5.28) 

Atunci fiabilitatea sistemului este: 

 # $ # ]es5es5[
ss

1
R ts

2
ts

1
21

S32
21 !C!0 !C!0

 
" $  (5.29) 

Se observ  c  dac  nu exist  mentenan! , atunci 0 "0 ""C 3s,2s,0 21  
"i 

 t3t2
32 e2e3R 0 0  "  (5.30) 

rezultat ob!inut anterior. 
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În figura 5.15 este reprezentat  grafic fiabilitatea rezerv rii cu votare cu 
reparare, pentru diferita valori ale lui C . 
 

R(t)

timp

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
2/0 4/0 6/01/0 3/0 5/0

C"FGG0

C"HGG0

C"IG0

C"HG0

C"G

 
Figura 5.15 - Fiabilitatea rezerv rii cu votare 2 din 3 când exist  ac!iuni de 

mentenan! . 
 

Se observ  o îmbun t !ire major  a fiabilit !ii fa!  de cazul unui element 
f r  reparare "i chiar fa!  de cazul vot rii 2 din 3 f r  reparare. În acest caz, al 
repar rii, sistemul poate fi folosit "i pentru timpi îndelunga!i de misiune. 

Dintre dezavantajele rezerv rii cu votare majoritar  trebuie men!ionat  
necesitatea unui bloc de votare cu fiabilitate ridicat , acesta constituind un 
element serie în modelul fiabilistic. 

55..44..55  RREEZZEERRVVAARREEAA  CCUU  CCOONNEECCTTAARREE  LLAA  ÎÎNNLLOOCCUUIIRREE  
 

În cazul rezerv rii cu conectare la înlocuire, presupunem c  exist  un 
modul de baz  (modelul se poate extinde apoi "i pentru mai multe) "i o serie de 
module de rezerv  care se afl  în stare de repaus pân  la defectarea bazei, când 
comutatorul introduce o rezerv  în sistem. 

Presupunem c : 
%& în repaus ; # $ 0tz "
%& comutatorul, deocamdat , are fiabilitatea # $ 1tR C " ; 

%& pân  la momentul în care este introdus în sistem, elementul de rezerv  
are fiabilitatea # $ 1tR R " . 
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Figura 5.16 - Rezervarea cu conectare la înlocuire. 

 

55..44..55..11  SSIISSTTEEMMEE  CCUU  UUNN  SSIINNGGUURR  EELLEEMMEENNTT  DDEE  RREEZZEERRVV""  
 

Not m  fiabilitatea elementului de baz  "i  fiabilitatea 
elementului de rezerv . 

# $tR B # $tR R

Împ r!ind intervalul  în intervale elementare de l !ime ' t,0 ( Jd , rezult  c  
sistemul func!ioneaz  în intervalul ' (t,0  dac  se produce unul din urm toarele 
evenimente disjuncte: 

%&  - elementul de baz  func!ioneaz  corect în intervalul ' (  1e t,0 :

 # $ # $tRep B1 "  (5.30) 

%&  - elementul de baz  se defecteazîn intervalul 2e ' (J!JJ d,  "i cel de rezerv  
introdus în locul s u func!ioneaz  corect în intervalul ' ; not m 
probabilitatea ca s  se defecteze elementul de baz  în intervalul ' (

(t,J bp  
J!JJ d, , 

, unde  # $ JJ" dfp bb

 # $ # $ # $
J
J

 "
J
J

"J
d

dR

d

dF
f Bb

b  (5.31) 

"i  probabilitatea ca elementul de rezerv  s  func!ioneze în 
intervalul 

rp
' (t,J , # $J " tRp Rr . 
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Deoarece acest eveniment se poate produce în oricare interval 
elementar din ' , rezult  c : (

p  (

t,0

 5.32) # $ # $ # $?? JJ J"J"
t

0
Rb

t

0
rb2 dtRfdppe

Rezult  c  fiabilitatea sistemului este: 

 5.33) # $ # $ # $ # $? JJ J!"
t

0
RbBS dtRftRtR  (

Dac  consider m fiabilitatea comutatorului diferit  de unitate, rezult : 

  (5.34) # $ # $ ? JA"
t

0
rbC2 dpptRep

adic  comutatorul trebuie s  fie func!ional în intervalul ' (t,0  "i deci fiabilitatea 
sistemului rezult : 

 5.35) # $ # $ # $ # $ # $? JJ JA!"
t

0
RbCBS dtRftRtRtR  (

 
Aplica ie: distribu!ia exponen!ial  în care: 

 # $ # $ t
R

t
B

RB etR;etR 0 0 ""  (5.36) 

Rezult : 

 # $ # $ t

BR

Bt

BR

R
t

0

tt
B

t
S

RBRBB eedeeetR 0 0 J 0 0 0 

0 0
0

 
0 0

0
"J0!" ?  (5.37) 

# $
# $ # $ RB0

t

BRR

B

0

t

BRB

R

0
S

11
eedttRMTBF RB

0
!

0
"

0 00
0

!
0 00

0
 ""

!@

0 

!@

0 
@!

? (5.38) 

 RBS MTBFMTBFMTBF !"  (5.39) 

În cazul în care cele dou  module sunt identice: 

 # $ # $ t
RB etRtR 0 ""  (5.40) 

prin înlocuire rezult  imediat: 

  (5.41) # $ # $ modulRBS
t MTBF2MTBF2MTBF2MTBF;et1tRS """0!" 0 

 

55..44..55..22  SSIISSTTEEMM  CCUU  DDOOUU""  MMOODDUULLEE  DDEE  RREEZZEERRVV""  
 

Pe lâng  elementul de baz  ( ) exist  înc  dou  module ( ). Este 
evident c  sistemul se comport  ca cel anterior ( ), dipunând la rândul s u 
de o rezerv  neînc rcat  ( ). 

1R 32 R,R

21 R,R

3R
Fiabilitatea ansamblului ( ) se exprim  cu rela!ia: 21 R,R
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 5.42) # $ # $ # $ # $? JJ J!"
t

0
21112 dtRftRtR  (

Considerând ansamblul ( ) de baz , cu rezerva ( ), fiabilitatea 
sistemului rezult  tot pe baza aceleia"i rela!ii: 

21 R,R 3R

 5.43) # $ # $ # $ # $? JJ J!"
t

0
31212S dtRftRtR  (

în care: 

 # $ # $
dt

tdR
tf 12

12  "  (5.44) 

Considerând c  modulele sunt identice "i sunt caracterizate de distribu!ia 
exponen!ial : 

 # $ # $ # $ t
321 etRtRtR 0 """  (5.45) 

rezult  c : 

 # $ # $ # $ # $ t212
12

t
12 te

dt

tdR
tf;et1tR 0 0 0""0!"  (5.46) 

Prin înlocuire se ob!ine: 

 # $ t
22

S e
2

t
t1tR 0 

**
+

,
--
.

/ 0
!0!"  (5.47) 

 modulS MTBF3MTBF A"  (5.48) 

 

55..44..55..33  SSIISSTTEEMM  CCUU  kk--11  MMOODDUULLEE  DDEE  RREEZZEERRVV""  
 

Generalizând rezultatul ob!inut anterior, se poate ob!ine o rela!ie de 
recuren!  care permite evaluarea fiabilit !ii: 

 # $ # $ # $ # $ k2i,dtRtftRtR
t

0
i1i,S1i,Si,S K"JJ !" ?    (5.49) 

exprimând fiabilitatea sistemului format din i blocuri, iar 

 # $ # $
dt

tdR
tf 1i,S

1i,S
 

  "  (5.50) 

Pentru ki "  se ob!ine func!ia de fiabilitate a sistemului, care pentru 
distribu!ia exponen!ial  este: 

 
# $ # $ # $ # $

t

k1kk1

1k21t

1k12

k32
k,S

k1 eeR 0 

 

 0 

0 00 0
000

!!
0 00 0

000
"

 

 
!

 

 
 (5.51) 

adic : 
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 2 )
"

L
"

0 

3
3

4

5

6
6

7

8

0 0
0

"
k

1j

k

ji
1i

t

ji

i
k,S

ieR  (5.52) 

iar timpul mediu de bun  func!ionare: 

  (5.53) 2
"

"
k

1i
iMTBFMTBF

În cazul în care toate modulele sunt identice, adic : 
 0"0"0""0"0"0  k1k321 !  (5.54) 

rezult : 

 
# $
# $

t
k

1j

1j

k,S e
!1j

t
R 0 

"

 

3
4

5
6
7

8

 
0

" 2  (5.55) 

 
0

"
k

MTBF  (5.56) 

Se constat  c : 

 
# $
# $

1Re
!1j

t
k S

t
k

1j

1j

9<9
 

0
<!@9 0

"

 

2  (5.57) 

 

55..44..66  FFIIAABBIILLIITTAATTEEAA  SSIISSTTEEMMEELLOORR  CCUU  RREEZZEERRVVAARREE  
AACCTTIIVV""  UU  UURRAATT""  

 
Deoarece metoda de evaluare a fiabilit !ii sistemelor cu rezervare activ  

u"urat  este foarte asem n toare cu cea de la fiabilitatea sistemelor cu rezervare 
neînc rcat , vom considera doar cazul sistemului format din dou  module: 

%& de baz , caracterizat de func!ia de fiabilitate # $tR1 ; 

%& de rezerv , caracterizat prin dou  func!ii de fiabilitate: 
%& în rezerv , în regim u"urat # $tR n2 , 

%& în sistem, în regim înc rcat # $tR 2 . 
Împ r!ind intervalul #  în intervale elementare de l !ime (t,0 Jd , rezult  c  

sistemul func!ioneaz  în perioada # (t,0  dac  se produce unul din urm toarele 
evenimente disjuncte: 

%&  - modelul de baz  func!ioneaz  corect în intervalul #  1e (t,0 :
# $ # $tRep 11 "  

%&  - modelul de baz  se defecteaz  în oricare interval # $ "i cel 
de rezerv  nu se defecteaz  nici în intervalul 

2e J!JJ d,  
# (J,0  "i nici în intervalul 

: # $t,J
%&  - probabilitatea ca s  se defecteze baza în 1p # $J!JJ d, : # $ JJ df1 ; 
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%&  - probabilitatea ca s  func!ioneze rezerva în 2p # (J,0 :  # $Jn2R ;

%&  - probabilitatea ca s  func!ioneze rezerva în 3p # (t,J : . # $J tR 2

Deoarece acest eveniment se poate produce în oricare interval elementar 
din # , rezult : (t,0

 5.58) # $ # $ # $ # $?? J JJJ""
t

0
2n21

t

0
3212 tRRdfpppep  (

iar fiabilitatea sistemului este suma # $ # $21 epep ! . 

 # $ # $ # $ # $ # $ # $ # $
J
J

 "JJJ JJ!" ? d

dR
f;dtRRftRtR 1

t

0
2n211S  (5.59) 

În cazul în care sistemul este caracterizat prin distribu!ii exponen!iale ale 
timpilor de bun  func!ionare ale modulelor, rezult  fiabilitatea: 

 # $ # $' (tt

2n21

1t
S

n2121 eeetR 0!0 0 0  
0 0!0

0
!"  (5.60) 

Dac  cele dou  module sunt identice: 

 # $ # $
n

tt

n
nn221

11
MTBF;ee11tRS, n

0!0
!

0
"3

4

5
6
7

8
 

0
0

!"<0"00"0"0 0 0 (5.61) 

 

55..55  MM""RRIIRREEAA  DDIISSPPOONNIIBBIILLIITT""!!IIII  SSIISSTTEEMMEELLOORR  PPRRIINN  
PPRROOIIEECCTTAARREE  

 
O metod  extrem de eficace pentru cre"terea disponibilit !ii sistemelor 

este proiectarea adecvat  în vederea cre"terii testabilita!ii. Exist  dou  implica!ii 
profunde generate de facilitarea testabilit !ii: 

%& m rirea productivit !ii prin punerea rapid  în func!iune a modulelor, 
folosind un testor automat; 

%& mic"orarea timpului de reparare la apari!ia unui defect. 
Ca un procentaj al costului, pe ciclul total de via!  pentru un produs, se 

estimeaz  c  testarea reprezint  un procent ce variaz  între 10% "i 60%, în 
func!ie de pozi!ia în ciclul de via!  al produsului. 

Din punct de vedere cantitativ, testabilitatea reprezint  o m sur  pentru 
u"urin!a cu care se pot scrie "i executa programe de test, ca "i pentru depistatea 
"i izolarea defectelor. 

În prezent, o practic  larg r spândit  este aceea de a se ad uga (10K15)% 
componente suplimentare, necesare numai pentru u"urarea test rii. În timp ce 
costul acestor componente nu este prea mare, se poate reduce îns , în mod 
drastic, timpul de testare. Subliniem înc  o dat  necesitatea folosirii unui 
echipament de testare automat  (ATE). În figura 5.17 este prezentat  o schem  
general  de testare a unui modul cu ATE. 
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