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Inmultirea intregilor

* Mai complicata decat adunarea
* O implementare directa presupune deplasari si adunari

* Operatiile mai complexe pot duce la
e Suprafata mai mare in siliciu
* Timp mai lung de executie (mai multi cicli sau ciclu de ceas mai lung)

e Sa incepem cu metoda directa




Inmultirea binara (numere intregi)
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Algoritm simplu

010 (multiplicand)
101 (multiplier)
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

000000000000000 (partial sum)
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

000000001010010 (partial sum)
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

000000001010010 (partial sum)
00000000
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

000000001010010 (partial sum)
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

000000001010010 (partial sum)
01010010
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

000000110011010 (partial sum)
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

000000110011010 (partial sum)
01010010
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

000010000101010 (partial sum)
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

010000101010 (partial sum)
00000000

000
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

000010000101010 (partial sum)
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

0000101010 (partial sum)
10010

00001
010
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

000111001101010 (partial sum)
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

111001101010 (partial sum)
010010

00
0
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

010001011101010 (partial sum)
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

10001011101010 (partial sum)
0000000

0
0
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Algoritm simplu

01010010 (multiplicand)
x 01101101 (multiplier)

010001011101010 (full sum)
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Implementarea hardware

4

Multiplicand

Shift left

]

64 bits

64-bi

N7

tALU /

Pro

duct
Write

64 bits

Co

—

Multiplier
Shift right

32 bits

—_

ntrol test

A

Circuitul pentru
inmultire

Multiplier0 = 1

v

1. Test Multiplier0 = 0

Multiplier0

1a. Add multiplicand to product and
place the result in Product register

Y L 4

2. Shift the Multiplicand register left 1 bit

L

3. Shift the Multiplier register right 1 bit

Flow Chart

|

No: < 32 repetitions

32nd repetition?

Yes: 32 repetitions



Exemplu

Sa calculam 0010 x 0110 (2 x 6), fara semn

Implementarea 1
Iteratie
Pas Multiplier Multiplicand Produs
0 initial values 0110 0000 0010 0000 0000
1: 0 ->no op 0110 0000 0010 0000 0000
1 - . -
2: Multiplier shift right/ Multiplicand
shift left =» 011 0000 0100 < 0000 0000
1: 1 -> product = product +
, multiplicand 011 0000 0100 0000 0100
2: Multiplier shift right/ Multiplicand
shift left -» 01 0000 1000 <= 0000 0100
1: 1 -> product = product +
, multiplicand 01 0000 1000 0000 1100
2: Multiplier shift right/ Multiplicand
shift left - 0 0001 0000 <« 0000 1100
1: 0 ->no op 0 0001 0000 0000 1100
4 - . -
2: Multiplier shift right/ Multiplicand
shift left 0010 0000
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Deficientele implementarii

UAL-ul este de doua ori mai lat decat trebuie
e Registrul care contine deinmultitul (multiplicand) este de doua ori mai

lat decat e nevoie
* Registrul ce contine produsul nu are nevoie de 2n biti decat la ultimul
pas
Registrul inmultitorului (multiplier) este golit in acest proces




A doua implementare

1 Start }
Multiplicand

32 bits

! ! > Multiplier0 = 1

Vo / Multiplier
32-bit ALU/ Shift right

1. Test Multiplier0 =0

MultiplierO

A

32 bits
\ ——— ,
Product =Mt rgnt 1a. Add muttiplicand to the left half of
Write the product and place the result in
64 bits the left half of the Product register

|

2. Shift the Product register right 1 bit

)

3. Shift the Multiplier register right 1 bit

)

No: < 32 repetitions

Implementare hardware

mai eficienta:
* Multiplicand stationar Flow Chart

e Multiplier si PP shift dreapta

Yes: 32 repetitions



Exemplu

Implementarea 2
Iteratie

Pas Multiplier | Multiplicand Produs

0 initial values 0110 0010 0000 ,,,x
1: 0 ->no op 0110 0010 0000 ,,xx

1 fi;gl\:tlltiplier shift right/ Product shift 011 0010 0000 0,
, Tlfimheong - product® 011 0010 0010 0,,,
fi:gl\r:I:JItiplier shift right/ Product shift 01 0010 0001 00,,
gt
fi:glxltultiplier shift right/ Product shift 0 0010 0001 100,
1: 0 ->no op xxx0 0010 0001 100,
4 fi:glr\l‘ltultiplier shift right/ Product shift o 0010 0000 1100
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A treia implementare

Multiplicand

_l 32 bits

Product Shift rlqht
Write

64 bits

\ O implementare
hardware si mai eficienta

Avantajul este sa folosim jumatatea de jos a
produsului pentru a stoca inmultitorul in timpul

operatiei.

( Start >

<
v

Product0 =1 Product0 =0

1. Test
ProductO

\

1a. Add multiplicand to the left half of
the product and place the result in
the left half of the Product register

v v

2. Shift the Product register right 1 bit

l

No: < 32 repetitions

32nd repetition?

Yes: 32 repetitions



Exemplu

Implementarea 3

C

Iteratia
Pasul Multiplicand Product|Multiplier
0 Valori initiale 0010 0000 0110
1: 0 -> no op 0010 00000110
1 2: Multiplier shift right/ Product shift right 0010 0000 0011
1: 1 -> product = product + multiplicand 0010 0010 0011
2 2: Multiplier shift right/ Product shift right 0010 0001 0001
1: 1 -> product = product + multiplicand 0010 0011 0001
’ 2: Multiplier shift right/ Product shift right 0010 0001 1000
1: 0 -> no op 0010 0001 1000
) 2: Multiplier shift right/ Product shift right 0010 00001100
o Erimserng LS,
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Codificarea lui Booth

 Ne intoarcem la clasa a treia
e 123x9=123x(10-1)=1230-123
 Tnmultim cu 10 (shift la stdnga o pozitie)

* Scadem o data
* Mai rapid decat sa faci inmultirea direct cu 9!

e Algoritmul lui Booth aplica acelasi principiu in binar (deci, este si mai
usor!)
e 01110 xn=n<<1+n<<2+n<<3
* trei shiftari si doua adunari
e Sau: 01110 =2%-2,deci 01110 xn=n<<4-n<<?2
* doua shiftari si o scadere




Algoritmul lui Booth

e Cauta o secventa de 1 in operand
* De ex. ‘0110’ are doi de 1 in mijloc
 Tnmultirea cu ‘0110’ (6 in zecimal) e echivalenta cu Tnmultirea cu 8 si sciderea
dedouaori,6xm=(8-2)xm=8m-2m
e Algoritmul este simplu: itereaza de |la dreapta la stanga si:
e Scade operandul din produs la primul bit de 1
 Aduna operandul la produs dupa ultimul bit de 1
* Nu face nimic pentru bitii de 1 din mijlocul secventei




Algoritmul lui Booth

Bit Bitul de Explicatie Exemplu Operatie
curent la
dreapta
1 0 Tnceput secvents ‘1’ 00001111000 Scadere
1 1 Mijlocul secventei ‘1’ 00001111000 Nimic
0 1 Sfarsit secventa ‘1’ 00001111000 Adunare
0 0 Mijlocul secventei ‘0’ 00001111000 Nimic




Algoritmul lui Booth

Sa calculam M x Q=0010 x 1101 (2 x -3)

Initializare algoritm:

* A=0000 Q=1101 Q-1=0 M = 0010 -M =1110
Step Q0 Q-1 Operation A before shift Q before shift Q-1 before shift A after shift Q after shift Q-1 after shift
0 — Initialize 0000 1101 0 - - -
1 10 A=A-M 1110 1101 0 1111 0110 1
2 01 A=A+M 0001 0110 1 0000 1011 0
3 10 A=A-M 1110 1011 0 1111 0101l 1
4 11 No operation 1111 0lo1l 1 1111 1010 1

Rezultatul este registrul A concatenat cu registrul Q, adica 11111010 =-6
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inmultire binara standard

Functioneaza bine pentru numere fara semn, dar pentru inmultirea numerelor
cu semn in complement fata de 2 este nevoie de tratarea suplimentara a
semnului.

Configurare bruta shift-and-add:
0010
X 1101

Aceasta asezare trateaza 1101 ca pe un model obisnuit de biti. Dar 1101 este
de fapt -3 in complement fata de 2, deci produsele partiale de tip fara semn nu
ofera direct rezultatul corect pentru numere cu semn.

Rezultatul corect cu semn:

2 x (-3) = -6 = 11111010

Algoritmul Booth

Suporta direct inmultirea numerelor cu semn in complement fata de 2,
analizand perechea (QO, Q-1) si alegand adunare, scadere sau nicio operatie.

Initializare:
M = 0010
-M = 1110
A = 0000
Q = 1101
Q-1 =20

Deciziile Booth:

Pas Q0Q-1 Actiune Dupa deplasare
1 10 A=A-M A=1111 Q=0110
2 01 A=A+ M A=0000 Q=1011
3 10 A=A-M A=1111 Q=0101
4 11 Nicio op. A=1111 Q=1010

Rezultatul final:

AQ = 11111010 = -6

Concluzie: pentru numere cu semn precum 0010 X 1101, inmultirea binara obisnuita are nevoie de corectii suplimentare pentru semn, in timp ce algoritmul Booth produce

sistematic rezultatul corect in complement fata de 2.



Avantajele algoritmului lui Booth

* Functioneaza la fel pentru numere pozitive si negative
* Mai putine adunari/scaderi decat inmultirea obisuinta
 Comprima executia pentru secvente lungi de 1

* Mai eficient de implementat hardware

 Sta la baza unor versiuni imbunatatite
e Radix-4 Booth




Putem face inmultirea si mai rapid?

* Tn loc s3 iterdm in timp...

e Ce-ar fi sa iteram in spatiu?
* Repeta circuitele in spatiu

* Consuma mai multa suprafata
* Dar face calcule mai rapid




Multiplicatorul combinational

Bl BO AO
* Circuit pentru un A Ag
multiplicator binar 2x2 ABi AgBy

* Implementare pur

A1By A1Bg
combinationala




Multiplicatorul combinational

* “Array Multiplier”
* Repetam in spatiu, in loc
de timp
 Componente folosite:

* N*(N-1) sumatoare
complete de 1 bit

* N2 porti AND

O U

G?

G?

}-G—?
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FG;L}_G-_?L;G?

EG?L}G?L}G?
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Multiplicatorul combinational

e Calea critica

* Intarziere proportionald
cu N biti operanzi

* ~3N*t,4ra

FA H FA |
A, Ag
U Y

FA FA S

—1

FG;L}_G-_?L;G?




Problema arhitecturilor traditionale de inmultire

-

Problema: inmultirea Secvential3

Latenta
O(N)

o Crestere liniara a intarzierii: inmultirea binara printr-o
arhitectura Array propaga transportul rand cu rand.

« Blocajul de performanta: Frecventa maxima a

procesorului este sever limitata de calea critica lunga.

\

&

-

\

Necesitatea: Calcul de inalti Performant3

» Solutia necesara: Sistemele moderne necesita o
abordare care sa paralelizeze suma produselor
partiale pentru a reduce drastic timpul de executie.

J

C
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Schimbarea de paradigma

& )
4 Multiplicator Array: O(N) Inovatia din 1964'_ ,
C.S. Wallace a revolutionat designul
gt hardware abandonand complet
> adunarea secventiala traditionala.
@
—
® £ e
@ : i Retea de compresoare:
= 1964: C.S. Wallace Utilizeaz o structurd arborescents
]
= — de sumatoare (Carry-Save Adders)
= A G
P . pentru a procesa toti bitii in paralel,
o Wallace Tree: O(log N) f4ra propagare orizontala.
g. \_ J
F 4
Performanta asimptotica:
> Latenta scade masiv, permitand
0 10 20 30 40 50 60 multiplicari extrem de rapide pentru
2 b numere mari (ex: 32-bit, 64-bit).
Numarul de biti (N)
C Computer Science . ___"%% C. S. Wallace, "A Suggestion for a Fast Multiplier," in /IEEE Transactions on Electronic Computers, vol. EC-13, no. 1, pp. 14-17, Feb. 1964

Depurfment \I H \ ’
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https://ieeexplore.ieee.org/document/4038071
https://ieeexplore.ieee.org/document/4038071
https://ieeexplore.ieee.org/document/4038071
https://ieeexplore.ieee.org/document/4038071
https://ieeexplore.ieee.org/document/4038071
https://ieeexplore.ieee.org/document/4038071
https://ieeexplore.ieee.org/document/4038071

Multiplicator cu arbore Wallace

Partial products First stage
© 0 0 © © 0 0 0 0 0 ©
O 0 O o o S O O O
© 0 0 O o
©O 0 0 O
(a) (b)
Second stage Final adder
6 5 4 3 2 1 0 6 5 4 3 2 1 0
o O o o o
FA HA

(c) (d)




Motorul de compresie la nivel logic
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Compresor 3:2

Prela 3 biti dintr-o coloana si returneaza E
doar 2 biti entru etapa urmatoare. i
\\—0 P P "
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\\ o cere, adlca (r i mod 3) & 0

Utlllzat strict doar cand conditia matematlca -
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Multiplicatorul Wallace

Ideea-cheie: produsele partiale nu sunt
adunate pe rand, ci sunt reduse in paralel
pana raman doar doua randuri, apoi se face
o singura adunare finala.

e foarte rapid pentru inmultiri hardware

e foloseste sumatoare complete si pe jumatate

e reduce adancimea logica fata de un multiplicator
de tip array

e este des combinat cu recodarea Booth si cu
compresoare 4:2

Fluxul general

1. Generare produse partiale
ai AND b; pentru fiecare pereche de biti

!

2. Reducere Wallace

grupare pe coloane de aceeasi pondere
sicomprimare 3:2 / 2:2 in mai multe etape

!

3. Adunare finala

cele doua randuri ramase - suma finala

\CA By,
Computer Science G ey,
& Engineering g___—?ﬁ&n__.
Department T
\ 1818 ’



Multiplicator cu arbore Wallace

X3Y> XoYy X3Y1X1Yo X3YpX1Y1 Xo¥Vo Xo¥Y1
Partial products X3y3  Xo¥3 {qh {0!/3 XoY1 1 XoY2 1Yo [XoYo
First stage HA HA
Lt */HH/QH v/v;/ A
Second stage FA
Final adder \__o_____________________________9___9,’
Z7 26 Z1 ZO




Structura generala

Generare produse

partiale

e nxn porti AND

e eventual recodare

Booth Thainte
e toti bitii sunt

disponibili in paralel

Avantaj structural

multe operatii se executa in paralel,
deci intarzierea creste lent cu

numarul de biti.

Arbore de reducere Wallace

e etape succesive de compresoare 3:2

e fiecare nivel micsoreaza inaltimea
coloanelor

e nu este un ,arbore” perfect; este o
retea de reducere

Provocare practica

rutarea este mai complicata; firele lungi si incarcarea
capacitiva pot limita frecventa reala.

Sumator final

e carry-lookahead / carry-select
/ prefix

e primeste ultimele doua
randuri

e produce rezultatul pe 2n biti

Optimizari comune

pipeline intre niveluri, compresoare 3:2,
combinare cu Booth pentru mai putine produse
partiale.

C
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Performanta

eeeeeeee
S
Viteza: O(log N) eeeecece
: - , NHHRRRE
 Numarul de etaje creste lent odata cu cresterea . Jodddeee
marimiipe biti a operanzilor 000000606
iu: 2 cesccsee””’
Spatiu: O(N?) ceslSSSsls®
* Complexitate mare, necesitd un numar mare de ololeellele/ele ®
. ece00oede
tranzistoare e ee e ee@e e
Rutare: Complexitate neregulats a cecccces :‘ M
o XEXEXEEXEXX
conexiunilor e eee o‘ o‘ ‘o ‘o 00000
. .. 0000000000
* Spre deosebire de array multiplier, Wallace tree eeecceee
multiplier e mai dificil de rutat ®00ccecccecsccce

Reducere 4 straturi Wallace, pentru operanzi 8x8
64 porti AND, 15 Half-Adders, 38 Full-Adders
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Wrap-up

Criteriu Booth Wallace Tree Array Multiplier Dadda Tree Naiv secvential
Delay / latenta -2.0-3.0 ns ~1.2-2.0ns ~3.0-5.0ns -1.1-1.8 ns (B elaldn 1o 1
Cost / suprafata mediu ridicat mediu-ridicat mediu-ridicat foarte redus
Consum de putere mediu ridicat mediu-ridicat mediu redus
Throughput 1 rezultat / ciclu 1 rezultat / ciclu 1 rezultat / ciclu 1 rezultat / ciclu 125 Mmul/s
'r:; :Ici\;:;tﬁ mExima medie-ridicats ridicats moderat ridicat ridicats

Observatie metodologica:

Nota: valoriie numerice sunt onentative pentru muitiplicatoare 8 x8 si depind de tehnoiogia CMOS, bibiioteca standard cell, topologia adderuiul final, tensiunea de alimentare si strategia de impiementare
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