
Preciz ri:

� Primele 9 subiecte au �ecare câte 10p. Cele 3 cerint,e ale problemei au �ecare câte 10p.
Punctajul NU se acord  în absent

,
a justi�c rii r spunsului!

� Este su�cient  rezolvarea a 10 itemi dintre cei 12 pentru nota maxim .

� Punctajul suplimentar reprezint  bonus, ce poate compensa punctajul de pe parcurs.

1. Fie λ-expresia E ≡ λx.(x λx.x). Evaluat, i pas cu pas aplicat, ia ((E E) E).

Solut
,
ie.

Aparit, iile libere în raport cu corpul funct, iei aplicate, care urmeaz  a � substituite, sunt
subliniate.

(E E) → (λx.(x λx.x) λx.(x λx.x))

→ (λx.(x λx.x) λx.x) ✓

→ (λx.x λx.x) ✓

→ λx.x ✓

((E E) E) → (λx.x E)

→ E

→ λx.(x λx.x) ✓

Barem.

2,5p × 4 pas, i bifat, i

2. De�nit, i în Racket funct, ia count, care primes,te o list  s, i num r  câte elemente constituie
mijlocul unui palindrom de lungime 2n + 1, unde n este valoarea mijlocului. Exemple,
unde mijlocurile sunt subliniate:

� (count ’(1)) → 0

� (count ’(2 1 2)) → 1

� (count ’(3 7 2 7 3 7 2 7)) → 2

(adic  ’(3 7 2 7 3) s, i ’(7 2 7 3 7 2 7)).

(a) Implementat, i funct, ia count utilizând recursivitate explicit .

(b) Ment, ionat, i s, i justi�cat, i tipul de recursivitate folosit.

Solut
,
ie.

(a) Implementare:

1 (define (count L [left '()] [n 0])

2 (match L

3 ['() n]

4 [(cons x xs) (count xs

5 (cons x left)

6 (+ n

7 (if (and (<= x (length xs))

8 (<= x (length left))
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9 (equal? (take xs x)

10 (take left x)))

11 1

12 0)))]))

(b) Implementarea de mai sus foloses,te recursivitate pe coad , întrucât nu se mai desf s,oar 
alte operat, ii dup  evaluarea apelului recursiv.

Barem.

(a) 8p

� 1p lista vid 
� 2p calcularea port, iunii din stânga elementului curent
� 2p asigurarea lungimii su�ciente a port, iunilor din stânga s, i din dreapta elemen-
tului curent

� 2p compararea port, iunilor din stânga s, i din dreapta elementului curent
� 1p contorizarea

(b) 2p

� 1p tip de recursivitate
� 1p justi�care

3. Utilizând exclusiv funct
,
ionale, de�nit, i în Racket funct, ia combine, care primes,te o list 

de funct, ii s, i o list  de parametri ai acestora (nevide, cu aceeas, i lungime), aplic  part, ial
�ecare funct, ie pe parametrul de la aceeas, i pozit, ie, s, i compune funct, iile rezultate. De
exemplu, valoarea expresiei (combine (list map filter) (list add1 odd?)) este
o funct, ie a c rei aplicat, ie asupra listei L este echivalent  cu (map add1 (filter odd?

L)).

Solut
,
ie.

1 (define combine

2 (compose (curry apply compose)

3 (curry map curry)))

Barem.

� 3p parcurgerea simultan  a listelor de funct, ii s, i de parametri

� 2p aplicarea part, ial  a �ec rei funct, ii pe parametrul corespunz tor

� 3p compunerea funct, iilor rezultate

� 2p ordonarea corect  a celor dou  etape

4. De�nit, i în Racket funct, ia picks, care primes,te un �ux in�nit s, i construies,te un �ux in�nit
de �uxuri in�nite, în care �uxul interior de pe pozit, ia i ≥ 0 se obt, ine pornind de la �uxul
init, ial s, i tr gând în fat,  elementul de pe pozit, ia i (toate �uxurile interioare folosesc întot-
deauna ca punct de plecare �uxul init, ial). De exemplu, (picks naturals) → (stream

(stream 0 1 2 3 ...) (stream 1 0 2 3 ...) (stream 2 0 1 3 ...) (stream 3

0 1 2 ...) ...).

Solut
,
ie.
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1 (define (picks xs)

2 (stream-cons

3 xs

4 (stream-map (lambda (ys)

5 (stream-cons (stream-first ys)

6 (stream-cons (stream-first xs)

7 (stream-rest ys))))

8 (picks (stream-rest xs)))))

Barem.

� 3p introducerea �uxului init, ial ca prim element al �uxului rezultat

� 3p construirea recursiv  pentru restul �uxului init, ial

� 4p ad ugarea primului element al �uxului init, ial pe a doua pozit, ie în �ecare �ux
interior obt, inut recursiv

5. Sintetizat, i tipul expresiei Haskell (concat . concat). În interpretor, comanda :t

concat a�s,eaz  Foldable t => t [a] -> [a].

Solut
,
ie.

Distingem între cele dou  aparit, ii ale lui concat:

1 concat_1 :: Foldable t => t [a] -> [a]

2 concat_2 :: Foldable u => u [b] -> [b]

3 (.) :: (d -> e) -> (c -> d) -> c -> e

4

5 d -> e = Foldable t => t [a] -> [a]

6 d = Foldable t => t [a]

7 e = [a]

8

9 c -> d = Foldable u => u [b] -> [b]

10 c = Foldable u => u [b]

11 d = [b]

12

13 [b] = Foldable t => t [a]

14 t = [] -- constructorul de tip lista, nu lista vida

15 b = [a]

16

17 c -> e = Foldable u => u [[a]] -> [a]

Barem.

� 1p tip prima aparit, ie concat (linia 1)

� 1p tip a doua aparit, ie concat (linia 2)

� 1p tip (.) (linia 3)

� 2p uni�care tip parametru 1 (.) cu tip prima aparit, ie concat (liniile 5�7)

� 2p uni�care tip parametru 2 (.) cu tip a doua aparit, ie concat (liniile 9�11)

� 2p uni�care forme aferente lui d (liniile 13�15, vizând liniile 6 s, i 11)
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� 1p tipul �nal (linia 17)

6. Fie în Haskell clasa Zippable, care surprinde structuri care pot � combinate element
cu element. Cum ar putea � instant, iat  clasa pentru constructorul (c -> _) (adic 
constructorul de tip funct, ie, aplicat part, ial pe tipul parametrului, as,teptând în continuare
tipul rezultatului)? Evident, iat, i tipul particularizat al funct, iei genericZip.

1 class Zippable z where
2 genericZip :: z a -> z b -> z (a, b)

Solut
,
ie.

1 instance Zippable ((->) c) where
2 genericZip :: (c -> a) -> (c -> b) -> c -> (a, b)

3 genericZip f g c = (f c, g c)

Barem.

� 0,5p antetul clasei, neaplicând complet constructorul de tip (se accept  s, i varianta
(c ->), des, i nu este valid  în Haskell)

� 1,5p tip particularizat genericZip

� 8p implementare corect 

� 3 × 1p cei trei parametri
� 2p aplicat, ia primei funct, ii
� 2p aplicat, ia celei de-a doua funct, ii
� 1p producerea perechii

7. Fie tipul de date abstract arbore binar cu chei de tipul K, BinTree⟨K ⟩, caracterizat de
constructorii empty : BinTree⟨K ⟩ s, i node : K×BinTree⟨K ⟩×BinTree⟨K ⟩ → BinTree⟨K ⟩,
s, i de operatorii size : BinTree⟨K ⟩ → N s, i height : BinTree⟨K ⟩ → N, care calculeaz 
dimensiunea, respectiv în lt, imea unui arbore binar.

(a) Scriet, i axiomele pentru operatorii size s, i height . Considerat, i c  în lt, imea arborelui
vid este 0.

(b) Demonstrat, i prin induct, ie structural  c , pentru orice arbore binar t, height(t) ≤
size(t). Putet, i manipula obis,nuit numerele naturale.

Solut
,
ie.

(a) Axiome size:

size(empty) = 0

size(node(k, l, r)) = 1 + size(l) + size(r)

Axiome height :

height(empty) = 0

height(node(k, l, r)) = 1 + max(height(l), height(r))

(b) Demonstrat, ie prin induct, ie structural :
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� Cazul de baz : t = empty . Cum height(empty) = 0 s, i size(empty) = 0, avem
c  height(empty) ≤ size(empty).

� Pasul inductiv: t = node(k, l, r), cu ipoteza inductiv  height(l) ≤ size(l) s, i
height(r) ≤ size(r). Atunci:

height(node(k, l, r)) = 1 + max(height(l), height(r))

≤ 1 + height(l) + height(r) (deoarece max(a, b) ≤ a+ b)

≤ 1 + size(l) + size(r) (ipoteza inductiv )

= size(node(k, l, r))

Barem.

(a) 2p

� 1p axiome size

� 1p axiome height

(b) 8p

� 2p cazul de baz 
� 1p empty

� 1p concluzia
� 6p pasul inductiv

� 1p node(k, l, r)

� 1p ipoteza inductiv  pt ambii subarbori
� 4 × 1p cei patru pas, i de calcul

8. Utilizând proprietatea de fuziune a funct, ionalei foldr, rescriet, i urm toarea funct, ie din
Haskell ca o aplicat, ie part, ial  a lui foldr: concat . concat = foldr g b.

Solut
,
ie.

Pentru a putea aplica proprietatea de fuziune, trebuie mai întâi s  rescriem funct, ia din
dreapta utilizând foldr:

1 concat . concat
2 = concat . foldr (++) []

Instant, iind variabilele din proprietate obt, inem:

1 h = concat
2 f = (++)

3 a = []

Prima condit, ie a propriet t, ii:

1 b = h a = concat [] = []

A doua condit, ie a propriet t, ii:

1 h (f x y) = g x (h y)

2 concat (x ++ y) = g x (concat y)

3 concat x ++ concat y = g x (concat y)

Generalizând (concat y) la z, obt, inem:
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1 g x z = concat x ++ z

Forma �nal :

1 concat . concat
2 = foldr (\x z -> concat x ++ z) []

3 = foldr ((++) . concat) []

Barem.

� 1p rescriere concat cu foldr

� 3 × 0,5p identi�care variabile h, f, a

� 1,5p prima condit, ie

� 1p aplicare condit, ie
� 0,5p calcul b

� 5p a doua condit, ie

� 2p aplicare condit, ie
� 2p pasul 2�3
� 1p de�nit, ie g

� 1p forma �nal  (cu lambda sau f r  pentru g)

9. T, inând cont de strategia de evaluare din �ecare limbaj, precizat, i s, i explicat, i num rul de
vizit ri de elemente ale listelor în timpul evalu rii �ec reia dintre urm toarele expresii:

(a) Racket:

1 (car (append (append '(1 2)

2 '(3 4))

3 '(5 6)))

(b) Haskell:

1 head (([1,2] ++ [3,4]) ++ [5,6])

Solut
,
ie.

(a) În Racket, evaluarea este eager. Ea decurge astfel:

� (append ’(1 2) ’(3 4)) viziteaz  cele dou  elemente ale primei liste.
� (append ’(1 2 3 4) ’(5 6)) viziteaz  cele patru elemente ale primei liste.
� (car ’(1 2 3 4 5 6)) viziteaz  primul element al listei.
� În total, exist  2 + 4 + 1 = 7 vizit ri.

(b) În Haskell, evaluarea este lenes, . Ea decurge astfel:

� ([1,2] ++ [3,4]) viziteaz  elementul 1 pentru a produce 1:([2] ++ [3,4]).
� 1:([2] ++ [3,4]) ++ [5,6] viziteaz  iar s, i elementul 1 pentru a produce
1:(([2] ++ [3,4]) ++ [5,6]).

� head (1:(([2] ++ [3,4]) ++ [5,6])) viziteaz  iar s, i elementul 1 pentru
a produce 1.

� În total, exist  1 + 1 + 1 = 3 vizit ri.
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Barem.

(a) 5p

� 2p primele dou  vizit ri
� 2p urm toarele patru vizit ri
� 1p ultima vizitare

(b) 5p

� 2p prima vizitare
� 2p a doua vizitare
� 1p a treia vizitare

10. PROBLEMA. În Haskell, o reprezentare alternativ  a unei liste cu tipul [a] este con-
stituit  de o funct, ie cu tipul Int -> a, care întoarce pentru parametrul i ≥ 0 elementul
de pe pozit, ia i din list . Mai precis, utiliz m reprezentarea de mai jos a listelor �nite,
surprins  de tipul FList a (function-based list), unde al doilea câmp reprezint  lungimea
listei:

1 data FList a = FList (Int -> a) Int

În cerint,ele de mai jos, cu o except, ie la punctul (c), este INTERZIS� utilizarea listelor
standard.

(a) Dac  utiliz m liste standard pentru a reprezenta lista primelor 10 numere naturale,
lista primelor 10 numere pare, s, i lista de lungime 10 cu repetit, ii alternante ale nume-
relor 2 s, i 7 (2, 7, 2, 7, ...), dezavantajul este c  accesul aleator se realizeaz 
în timp liniar. De�nit, i cele trei liste de mai sus utilizând noua reprezentare, astfel
încât accesul aleator s  se realizeze în timp constant.

(b) Implementat, i e�cient funct, iile reverse :: FList a -> FList a s, i append ::

FList a -> FList a -> FList a, cu semni�cat, iile obis,nuite.

(c) Instant, iat, i clasele Show s, i Functor pentru tipul FList a, astfel încât show s 
evident, ieze elementele listei, iar fmap s  re�ecte funct, ia map pentru listele standard.
Putet

,
i utiliza liste standard doar în implementarea funct

,
iei show.

Solut
,
ie.

1 import Prelude hiding (reverse)
2

3 data FList a = FList (Int -> a) Int
4

5 naturals :: FList Int
6 naturals = FList id 10

7

8 evens :: FList Int
9 evens = FList (2 *) 10

10

11 alternating :: FList Int
12 alternating = FList (\i -> if even i then 2 else 7) 10

13

14 reverse :: FList a -> FList a

15 reverse (FList f n) = FList (f . (n-1 -)) n
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16

17 append :: FList a -> FList a -> FList a

18 append (FList f1 n1) (FList f2 n2) =

19 FList (\i -> if i < n1 then f1 i else f2 (i - n1)) (n1 + n2)

20

21 instance Show a => Show (FList a) where
22 show :: Show a => FList a -> String
23 show (FList f n) = show [f i | i <- [0 .. n-1]]

24

25 instance Functor FList where
26 fmap :: (a -> b) -> FList a -> FList b

27 fmap g (FList f n) = FList (g . f) n

Barem.

(a) 10p

� 2p naturals

� 3p evens

� 5p alternating

(b) 10p

� 4p reverse

� 2p sc derea din n-1

� 1p combinarea cu f

� 1p p strarea lungimii
� 6p append

� 2p depistarea interiorului primei sau celei de-a doua liste
� 1p tratarea interiorului primei liste
� 2p tratarea interiorului celei de-a doua liste
� 1p noua lungime

(c) 10p

� 5p Show

� 1p instant, iere cu FList a, nu cu FList

� 1p constrângere Show a

� 1p enumerarea indicilor de la 0 la n-1

� 1p aplicarea funct, iei pe �ecare indice
� 1p obt, inerea s, irului �nal

� 5p Functor

� 1p instant, iere cu FList, nu cu FList a

� 3p compunere funct, ii
� 1p p strarea lungimii
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