Precizéari:

e Primele 9 subiecte au fiecare cate 10p. Cele 3 cerinte ale problemei au fiecare cate 10p.
Punctajul NU se acorda in absenta justificarii raspunsului!
e Este suficienta rezolvarea a 10 itemi dintre cei 12 pentru nota maxima.

e Punctajul suplimentar reprezintd bonus, ce poate compensa punctajul de pe parcurs.

1. Fie M-expresia E = Az.(x Az.z). Evaluati pas cu pas aplicatia ((E E) E).

Solutie.

Aparitiile libere in raport cu corpul functiei aplicate, care urmeaza a fi substituite, sunt
subliniate.

(EE) = (A\z.(z \r.x) \r.(x A\x.x))

— (A\z.(z \r.x) Av.x) v
— (Az.z \x.7) v
— A\T.T v
(FE)E)— (A\r.z E)
— K
— Av.(x \x.x) v O

Barem.
2,5p x 4 pasi bifati
2. Definiti in Racket functia count, care primeste o lista si numara cate elemente constituie
mijlocul unui palindrom de lungime 2n + 1, unde n este valoarea mijlocului. Exemple,
unde mijlocurile sunt subliniate:
® (count " (1)) — O
® (count (2 1 2)) — 1
® (count (372 73727)) =2

(a) Implementati functia count utilizand recursivitate explicita.

(b) Mentionati si justificati tipul de recursivitate folosit.

Solutie.

(a) Implementare:

1 (define (count L [left '()] [n 0])

2 (match L

3 ["() n]

4 [ (cons x xXs) (count xs

5 (cons x left)

6 (+ n

7 (if (and (<= x (length xs))

8 (<= x (length left))



9 (equal? (take xs x)
10 (take left X) ))

11

12 0))) 1))

(b) Implementarea de mai sus foloseste recursivitate pe coadd, intrucat nu se mai desfisoara
alte operatii dupa evaluarea apelului recursiv. O]

Barem.

(a) 8p
e 1p lista vida
e 2p calcularea portiunii din stanga elementului curent

e 2p asigurarea lungimii suficiente a portiunilor din stanga si din dreapta elemen-
tului curent

e 2p compararea portiunilor din stanga si din dreapta elementului curent

e 1p contorizarea

(b) 2p
e 1p tip de recursivitate
e 1p justificare

3. Utilizand exclusiv functionale, definiti in Racket functia combine, care primeste o lista
de functii si o listd de parametri ai acestora (nevide, cu aceeasi lungime), aplicd partial
fiecare functie pe parametrul de la aceeasi pozitie, si compune functiile rezultate. De
exemplu, valoarea expresiei (combine (list map filter) (list addl odd?)) este
o functie a carei aplicatie asupra listei L este echivalentd cu (map addl (filter odd?
L)).

Solutie.

1 (define combine

2 (compose (curry apply compose)

3 (curry map curry))) O
Barem.

e 3p parcurgerea simultana a listelor de functii si de parametri
e 2p aplicarea partiala a fiecarei functii pe parametrul corespunzator
e 3p compunerea functiilor rezultate

e 2p ordonarea corecta a celor doua etape

4. Definiti in Racket functia picks, care primeste un flux infinit si construieste un flux infinit
de fluxuri infinite, in care fluxul interior de pe pozitia ¢« > 0 se obtine pornind de la fluxul
initial si tragand in fatd elementul de pe pozitia i (toate fluxurile interioare folosesc intot-
deauna ca punct de plecare fluxul initial). De exemplu, (picks naturals) — (stream

(stream 0 1 2 3 ...) (stream 1 0 2 3 ...) (stream 2 0 1 3 ...) (stream 3
01 2 ...) ...).
Solutie.
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(define (picks xs)

(stream—-cons

XS

(stream—map (lambda (ys)

(stream-cons (stream-first ys)
(stream-cons (stream-first xs)
(stream-rest ys))))
(picks (stream-rest xs))))) ]

Barem.

e 3p introducerea fluxului initial ca prim element al fluxului rezultat
e 3p construirea recursiva pentru restul fluxului initial

e 4p addugarea primului element al fluxului initial pe a doua pozitie in fiecare flux
interior obtinut recursiv

. Sintetizati tipul expresiei Haskell (concat . concat). In interpretor, comanda :t

concat afiseazd Foldable t => t [a] —> [a].

Solutie.

Distingem intre cele doua aparitii ale lui concat:

concat_1 :: Foldable t => t [a] —-> [a]

concat_2 :: Foldable u => u [b] -> [b]

(.) o (d > e) —> (¢ —>d) —> c —> e

d -—> e = Foldable t => t [a] —> [a]

d = Foldable t => t [a]

e = [a]

c —> d = Foldable u => u [b] -> [b]

c = Foldable u => u [b]

d = [b]

[b] = Foldable t => t [a]

t = [] —-— constructorul de tip lista, nu lista vida
b = [a]

c —> e = Foldable u => u [[a]l] —-> [a] O
Barem.

e 1p tip prima aparitie concat (linia 1)

1p tip a doua aparitie concat (linia 2)

Ip tip (.) (linia 3)

2p unificare tip parametru 1 (.) cu tip prima aparitie concat (liniile 5-7)

2p unificare tip parametru 2 (.) cu tip a doua aparitie concat (liniile 9-11)

2p unificare forme aferente lui d (liniile 13-15, vizand liniile 6 si 11)
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e 1p tipul final (linia 17)

Fie in Haskell clasa zZippable, care surprinde structuri care pot fi combinate element
cu element. Cum ar putea fi instantiatd clasa pentru constructorul (¢ -> _) (adici
constructorul de tip functie, aplicat partial pe tipul parametrului, asteptand in continuare
tipul rezultatului)? Evidentiati tipul particularizat al functiei genericzip.

class Zippable z where

genericZip :: z a -> z b -> z (a, b)
Solutie.
instance Zippable ((->) c) where

genericZip :: (¢ -> a) -> (¢ -> b) -> c -> (a, b)

genericzip f g ¢ = (f ¢, g ¢) O
Barem.

e 0,5p antetul clasei, neaplicand complet constructorul de tip (se accepta si varianta
(c —>), desi nu este valida in Haskell)

e 1.5p tip particularizat genericzZip
e 8p implementare corecta

— 3 X 1p cei trei parametri

— 2p aplicatia primei functii

— 2p aplicatia celei de-a doua functii
— 1p producerea perechii

Fie tipul de date abstract arbore binar cu chei de tipul K, BinTree(K), caracterizat de
constructorii empty : BinTree(K) si node : K x BinTree(K ) x BinTree(K) — BinTree(K),
si de operatorii size : BinTree(K) — N si height : BinTree(K) — N, care calculeaza
dimensiunea, respectiv inaltimea unui arbore binar.

(a) Scrieti axiomele pentru operatorii size si height. Considerati ca indltimea arborelui
vid este 0.

(b) Demonstrati prin inductie structurald ca, pentru orice arbore binar t, height(t) <
size(t). Puteti manipula obisnuit numerele naturale.

Solutie.
(a) Axiome size:

size(empty) =0
size(node(k,l,1)) = 1 + size(l) + size(r)

Axiome height:

height(empty) = 0
height(node(k,l,r)) = 1 + max(height(l), height(r))

(b) Demonstratie prin inductie structurala:
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e Cazul de bazi: t = empty. Cum height(empty) = 0 si size(empty) = 0, avem

cd height(empty) < size(empty).
Pasul inductiv: ¢ = node(k,l,r), cu ipoteza inductiva height(l) < size(l) si
height(r) < size(r). Atunci:

height(node(k,l,r)) = 1 + max(height(l), height(r))

<1+ height(l) + height(r) (deoarece max(a,b) < a+b)
<1+ size(l) + size(r) (ipoteza inductiva)
= size(node(k,l,1)) O

1p axiome size
1p axiome height

2p cazul de baza
— 1p empty
— 1p concluzia
6p pasul inductiv
— 1p node(k, 1, )
— 1p ipoteza inductiva pt ambii subarbori
— 4 X 1p cei patru pasi de calcul

Utilizand proprietatea de fuziune a functionalei foldr, rescrieti urmatoarea functie din
Haskell ca o aplicatie partiala a lui foldr: concat . concat = foldr g b.

Solutie.

Pentru a putea aplica proprietatea de fuziune, trebuie mai intai sa rescriem functia din
dreapta utilizind foldr:

concat . concat
concat . foldr (++) []

Instantiind variabilele din proprietate obtinem:

h
£
a

=[]

= concat
(++)

Prima conditie a proprietatii:

b

=h a

= concat [] = []

A doua conditie a proprietatii:

h
c

(f xy) =g x (hy)

oncat

(x ++ y) = g x (concat y)

concat x ++ concat y = g x (concat vy)

Generalizand (concat y) la z, obtinem:



1 g X z = concat x ++ z

Forma finali:

1 concat . concat

2 = foldr (\x z -> concat x ++ z) []
3 = foldr ((++) . concat) [] ]
Barem.
e 1p rescriere concat cu foldr

3 x 0,5p identificare variabile h, f, a

1,5p prima conditie
— 1p aplicare conditie
— 0,5p calcul b

5p a doua conditie
— 2p aplicare conditie
— 2p pasul 2-3
— 1p definitie g

e 1p forma finala (cu lambda sau fara pentru g)

9. Tinand cont de strategia de evaluare din fiecare limbaj, precizati si explicati numarul de
vizitari de elemente ale listelor in timpul evaluarii fiecareia dintre urmatoarele expresii:

(a) Racket:
1 (car (append (append ' (1l 2)
2 '(3 4))
3 '(5 6)))

(b) Haskell:

1 head (([1,2] ++ [3,4]) ++ [5,6])

Solutie.

(a) In Racket, evaluarea este eager. Ea decurge astfel:

e (append ’ (1 2) ' (3 4)) viziteaza cele doui elemente ale primei liste.

e (append ’ (1 2 3 4) ' (5 6)) viziteaza cele patru elemente ale primei liste.

® (car ' (1 2 3 4 5 6)) viziteaza primul element al listei.

e In total, existd 244 + 1 = 7 vizitari.
(b) In Haskell, evaluarea este lenesi. Ea decurge astfel:

e ([1,2] ++ [3,4]) viziteaza elementul 1 pentru a produce 1: ([2] ++ [3,4]).
e 1:([2] ++ [3,4]) ++ [5,6] viziteaza iarasi elementul 1 pentru a produce
1:(([2] ++ [3,4]) ++ [5,6]).

e head (1:(([2] ++ [3,4]) ++ [5,6])) viziteaza iarasi elementul 1 pentru
a produce 1.
e In total, existd 14 1+ 1 = 3 vizitari. O
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e 2p primele doua vizitari
e 2p urméitoarele patru vizitari

e 1p ultima vizitare

(b) 5p
e ?p prima vizitare
e 2p a doua vizitare

e 1p a treia vizitare

PROBLEMA. In Haskell, o reprezentare alternativi a unei liste cu tipul [a] este con-
stituita de o functie cu tipul Int -> a, care intoarce pentru parametrul ¢ > 0 elementul
de pe pozitia ¢ din listd. Mai precis, utilizim reprezentarea de mai jos a listelor finite,
surprinsd de tipul FList a (function-based list), unde al doilea camp reprezintd lungimea
listei:

data FList a = FList (Int —-> a) Int

In cerintele de mai jos, cu o exceptie la punctul (c), este INTERZISA utilizarea listelor
standard.

(a) Daca utilizam liste standard pentru a reprezenta lista primelor 10 numere naturale,
lista primelor 10 numere pare, si lista de lungime 10 cu repetitii alternante ale nume-
relor 2817 (2, 7, 2, 7, ...), dezavantajul este cd accesul aleator se realizeaza
in timp liniar. Definiti cele trei liste de mai sus utilizand noua reprezentare, astfel
incat accesul aleator sa se realizeze in timp constant.

(b) Implementati eficient functiile reverse :: FList a -> FList a si append
FList a -> FList a -> FList a, cu semnificatiile obisnuite.

(c) Instantiati clasele Show si Functor pentru tipul FList a, astfel incat show sa
evidentieze elementele listei, iar fmap sa reflecte functia map pentru listele standard.
Puteti utiliza liste standard doar in implementarea functiei show.

Solutie.

import Prelude hiding (reverse)
data FlList a = FList (Int —> a) Int

naturals :: FList Int
naturals = FList id 10

evens :: FList Int
evens = FList (2 %) 10

alternating :: FList Int
alternating = FList (\i -> if even i then 2 else 7) 10

reverse :: FList a -> FList a
reverse (FList f n) = FList (£ . (n-1 =-)) n
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append :: FList a -> FList a —-> FList a
append (FList f1 nl) (FList f2 n2) =
FList (\1 —> if 1 < nl then fl1 i else f2 (i — nl)) (nl + n2)

instance Show a => Show (FList a) where
show :: Show a => FList a —-> String

show (FList f n) = show [f 1 | 1 <= [0 .. n-11]

instance Functor FList where

fmap :: (a -> b) -> FList a -> FList Db
fmap g (FList £ n) = FList (g . f) n
Barem.
(a) 10p

e 2p naturals

e 3p evens

® Op alternating

(b) 10p

e 4p reverse
— 2p scaderea din n-1
— 1p combinarea cu £
— 1p pastrarea lungimii

e 6p append
— 2p depistarea interiorului primei sau celei de-a doua liste
— 1p tratarea interiorului primei liste
— 2p tratarea interiorului celei de-a doua liste
— 1p noua lungime

(c) 10p

® 5p Show
— 1p instantiere cu FList a, nu cu FList
— 1p constrangere Show a
— 1p enumerarea indicilor de la 0 la n-1
— 1p aplicarea functiei pe fiecare indice
— 1p obtinerea sirului final

e 5Hp Functor
— 1p instantiere cu FList, nu cu FList a
— 3p compunere functii
— 1p pastrarea lungimii



