PARADIGME DE
PROGRAMARE

Curs 4

Recursivitate pe stiva [ pe coada [ arborescenta.




Tipuri de recursivitate — Cuprins

« Importanta recursivitatii in paradigma functionala
- Recursivitate pe stiva

» Recursivitate pe coada

- Recursivitate arborescenta

» Comparatie intre tipurile de recursivitate

» Transformarea in recursivitate pe coada




Recursivitate

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive).

Recursivitate
- Singura modalitate de a prelucra date de dimensiune variabila (in lipsa iteratiei)

Eleganta (deriva direct din specificatia formala / din axiome)
Minimala (cod scurt, usor de citit)
Usor de analizat formal (ex: demonstratii prin inductie structurala)

Poate fi ineficienta: Se asteapta rezultatul fiecarui apel recursiv pentru a fi prelucrat in
contextul apelului parinte. Astfel, contextul fiecarui apel parinte trebuie salvat pe stiva pentru
momentul ulterior in care poate fi folosit in calcul.

Problema

Pentru o lizibilitate sporita si aceeasi putere de calcul (v. Teza lui Church), platim uneori un pret
mai mare (consum mare de memorie care poate duce chiar la nefunctionare — stack overflow).




Tipuri de recursivitate — Cuprins

- Importanta recursivitatii in paradigma functionala
« Recursivitate pe stiva

» Recursivitate pe coada

- Recursivitate arborescenta

» Comparatie intre tipurile de recursivitate

» Transformarea in recursivitate pe coada




Exemplu — recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(Lf (zero? n)

1 rezultatul apelului recursiv este asteptat
(* n (fact-stack (- n 1))))) <« pentruafiinmultitcun

>(fact-stack 3) <« apelulcurenteste marcat cu verde
ceea ce tocmai s-a depus pe stiva e marcat cu roz
ceea ce urmeaza sa se scoata de pe stiva e marcat cu -

o]

Stiva procesului




Exemplu — recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(1f (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)
>(* 3 (fact-stack 2))

)

e

[]

N———/
Stiva procesului
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Exemplu — recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(1f (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)
>(* 3 (fact-stack 2))
>(* 3 (* 2 (fact-stack 1)))

e

Stiva procesului
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Exemplu — recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(1f (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)

>(* 3 (fact-stack 2))

>(* 3 (* 2 (fact-stack 1)))

>(* 3 (* 2 (* 1 (fact-stack 0))))

Stiva procesului
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Exemplu — recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(1f (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)

>(* 3 (fact-stack 2))

>(* 3 (* 2 (fact-stack 1)))

>(*¥ 3 (* 2 (* 1 (fact-stack 0))))
S(x 3 (* 2 (R 1))

Stiva procesului
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Exemplu — recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(1f (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)
>(* 3 (fact-stack 2))

> (* (* 2 (fact-stack 1))) .

*3 [1]
> (* (* 2 (* 1 (fact-stack 0))))

> (* (* 2 (*1 1))) ;

>+ 3 (I8 1)) —
Stiva procesului
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Exemplu — recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(1f (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)

> (* (fact-stack 2))
> (* (* 2 (fact-stack 1)))

> (* (* 2 (* 1 (fact-stack 0))))

2 (*11))) i

2 1)) []

~——

Stiva procesului
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Exemplu — recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(1f (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)

> (* (fact-stack 2))

> (* (* 2 (fact-stack 1)))

> (* (* 2 (* 1 (fact-stack 0))))

S(* 3 (* 2 (* 1 1)))
> (* 2 1))

> (* Stiva procesului
>6
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Observatii — recursivitate pe stiva

« Timp: ©(n) (se efectueaza n inmultiri si stiva se redimensioneaza de 2*n ori)
» Spatiu: ©(n) (ocupat de stiva)
« Calcul: realizat integral la revenirea din recursivitate

» Stiva: retine contextul fiecarui apel parinte, pentru momentul revenirii (starea programului
se regaseste in principal in starea stivei)

A

>(fact-stack 3)

>(* 3 (fact-stack 2))

>(* 3 (* 2 (fact-stack 1)))

>(* 3 (* 2 (* 1 (fact-stack 0))))
>(* 3 (* 2 (*1 1)))

>(* 3 (¥ 2 1))

>(* 3 2)

>6

spatiu




Comparatie cu rezolvarea imperativa

int 1, factorial = 1;
for (i = 2; 1 <= n; i++)

factorial *= 1;

« Timp: ©(n) (se efectueaza ninmultiri)

» Spatiu: ©(z) (in orice moment, in memorie sunt retinute doar 3 valori,
pentru variabilele i, n, factorial)

« Rezultatul se construieste in variabila factorial pe masura ce avansam in iteratie
« Putem obtine acelasi comportament intr-o varianta recursiva?




Tipuri de recursivitate — Cuprins

- Importanta recursivitatii in paradigma functionala
- Recursivitate pe stiva

 Recursivitate pe coada

« Recursivitate arborescenta

» Comparatie intre tipurile de recursivitate

» Transformarea in recursivitate pe coada




Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

rezultatul se construieste in variabila fact

(define (fact-tail-helper n fact) v . A .
pe masura ce avansam In recursivitate

(if (zero%
fact ///

(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact)))) <« rezultatulfinalalfunctiei

rezultatul apelului recursiv este

>(fact-tail-helper 3 1)

o]

Stiva procesului
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Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(1f (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

)

>(fact-tail-helper 3 1) []

>(fact-tail-helper 2 3) —

[]

~——

Stiva procesului

17




Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(1f (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

[]

—

>(fact-tail-helper 3 1) []

>(fact-tail-helper 2 3) :i

>(fact-tail-helper 1 6)

[]
Stiva procesului
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Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(1f (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1)
>(fact-tail-helper 2 3)
>(fact-tail-helper 1 6)
>(fact-tail-helper 0 6)

Stiva procesului
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Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n) rezultatul celui mai adanc apel
(fact-tail-helper n 1)) recursiv se va transmite
neschimbat catre apelul initial
(define (fact-tail-helper n fact)
(1f (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1)
>(fact-tail-helper 2 3)
>(fact-tail-helper 1 6)
>(fact-tail-helper 0 6)
>6

Stiva procesului
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Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(1f (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

[6]

—

>(fact-tail-helper 3 1) []
>(fact-tail-helper 2 3) :j:
>(fact-tail-helper 1 6)

[]
>(fact-tail-helper 0 6) Stiva procesului
>6
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Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(1f (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1)
>(fact-tail-helper 2 3) :j:
>(fact-tail-helper 1 6) []
>(fact-tail-helper 0 ©6) —
>6

Stiva procesului
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Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(1f (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1)
>(fact-tail-helper 2 3)
>(fact-tail-helper 1 6)

>(fact-tail-helper 0 6) Stiva procesului
>6
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Observatii — recursivitate pe coada

Cresterea stivei nu mai este necesara. Rezultatul unui nou apel recursiv nu mai este asteptat de
apelul parinte pentru a participa la un nou calcul, ci este chiar rezultatul final. Astfel, contextul
apelului parinte poate fi sters din memorie. Aceasta optimizare se numeste
si este realizata de un compilator inteligent care detecteaza situatia in care apelul recursiv este ,la
coada” (nu mai participa la calcule ulterioare).

« Timp: ©(n) (se efectueaza n inmultiri)
 Spatiu: ©(z) (ocupat de variabilele n si fact, care retin starea programului)

» Calcul: realizat integral pe avansul in recursivitate

A
>(fact-tail-helper 3 1)
>(fact-tail-helper 2 3) rezultatul tuturor celor 4 apeluri este

>(fact-tail-helper 1 6) — rezultatul final al functiei, anume 6
>(fact-tail-helper 0 6)
>6

spatiu




Tipuri de recursivitate — Cuprins

- Importanta recursivitatii in paradigma functionala
- Recursivitate pe stiva

» Recursivitate pe coada

 Recursivitate arborescenta

» Comparatie intre tipurile de recursivitate

» Transformarea in recursivitate pe coada




Exemplu —recursivitate arborescenta

(define (fibo-stack n)

rezultatele a 2 apeluri recursive sunt
(if (< n 2) % asteptate pentru a fi adunate intre ele
n

(+ (fibo-stack (- n 1)) (fibo-stack (- n 2)))))

>(fibo-stack 3)
> (fibo-stack 2)

>(fibo-stack 1) — (fibo-stack 1) se calculeaza de 2 ori, iar numarul

<1 de calcule redundante creste exponential cu n
>(fibo-stack 0)

<0
1
(fibo-stack 1)




(fib 3) (fib 2) (fib 2)

(fib2) (fib1) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

(fib1) (fibo) 1




/

(fib 3) (fib 2) (fib 2)

(fib2) (fib1) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

(fib1) (fibo) 1




/
/

(fib 3) (fib 2) (fib 2)

(fib2) (fib1) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

(fib1) (fibo) 1




/
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(fib 3) (fib 2) (fib 2)

/

(fib2) (fiba) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

(fib1) (fibo) 1




/
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(fib 3) (fib 2) (fib 2)

/

(fib2) (fiba) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

(fibx) (fibo) 12




/
/

(fib 3) (fib 2) (fib 2)

/

(fib2) (fiba) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

(fib1) (fibo) 2




/
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(fib 3) (fib 2) (fib 2)

/

(fib2) (fiba) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

1 (fibo) 1




/
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(fib2) (fiba) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

1 (fibo) 1




/
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/
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/)
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/)
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(fib 4)
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«<— multitudine de calcule duplicate




Observatii — recursivitate arborescenta

« Timp: ©(fib(n+1)) (arborele are 2*fib(n+1)-1 noduri)
» Spatiu: ©(n) (stiva la un moment dat reprezinta o singura cale in arbore)

« Calcul: realizat integral la revenirea din recursivitate

4

>(fibo-stack 3)

> (fibo-stack 2)
>(fibo-stack 1)
<1
>(fibo-stack 0)
<0
1

> (fibo-stack 1)
1

<2

spatiu




Fibonacci cu recursivitate pe coada

(define (fibo-tail n)
(fibo-tail-helper n 0 1))

(define (fibo-tail-helper n a b)
(1f (zero? n)
a
(fibo-tail-helper (- n 1) b (+ a b))))

4

>(fibo-tail-helper «— fib(o), fib(a)
>(fibo-tail-helper «— fib(z), fib(2)
>(fibo-tail-helper «— fib(2), fib(3)
>(fibo-tail-helper — fib(3), fib(4)
>2

timp =0©(n)

spatiu = O(1)




Fibonacci cu tehnica ,tupling”

(define (fibo-tupling n)
(Lf (zero? n)

(cons 0O 1)

(match (fibo-tupling (- n 1))

[ (cons fn-1 fn) (cons fn (+ fn-1 fn))]1)))

> (fibo-tupling 3)
(fibo-tupling 2)
>(fibo-tupling 1)

> (fibo-tupling O0)

< Y(0 1)

<Y (1 1)

‘(1 2)

‘(2 3)

(2 3) spatiu = O(n)

»

timp =0©(n)




Observatii — tupling

» Tupling: tehnica de reducere a complexitatii temporale prin imbogatirea datelor returnate

Utilizari

« Tupling care elimina recursivitatea arborescenta
- Ex: fibonacci

—un singur apel recursiv care intoarce perechea (F, , . F,), suficienta pentru a calcula (F,, . F

n+1)
— calculul se face la revenire (am imbogatit rezultatul, nu argumentele)

« Tupling care elimina necesitatea parcurgerilor multiple ale aceleiasi structuri
« Ex: media aritmetica a unei liste

— realizeaza o singura parcurgere care intoarce perechea (suma . numar-de-elemente)




Tipuri de recursivitate — Cuprins

- Importanta recursivitatii in paradigma functionala
- Recursivitate pe stiva

» Recursivitate pe coada

- Recursivitate arborescenta

« Comparatie intre tipurile de recursivitate

» Transformarea in recursivitate pe coada




Comparatie

» Recursivitate pe stiva: ineficienta spatial din cauza memoriei ocupata de stiva
» Recursivitate pe coada: eficienta spatial si (in general si) temporal

» Recursivitate arborescenta: ineficienta spatial din cauza stivei si temporal daca aceleasi date
sunt prelucrate de mai multe noduri din arbore (adesea ineficienta este doar spatiala)

Daca exista o solutie iterativa eficienta pentru problema, aceasta se poate transpune intotdeauna
in recursivitate pe coada. Functia rezultata va fi:

« Recursiva din punct de vedere textual (functia se apeleaza pe ea insasi)
- Iterativa din punct de vedere al procesului generat la executie

« Mai putin eleganta decat variantele pe stiva [ arborescenta care deriva direct din specificatia formala




Cum recunoastem tipul de recursivitate?

Dupa:

« numarul de apeluri recursive pe care un apel le lanseaza
- doua sau mai multe apeluri — recursivitate arborescenta (care, implicit, foloseste si stiva)
« unsingur apel — recursivitate pe stiva sau pe coada

- daca fiecare ramura a unei expresii conditionale lanseaza maxim un apel recursiv, apelul parinte
va lansa maxim un apel recursiv si recursivitatea va fi pe stiva sau pe coada, nu arborescenta

- pozitia apelurilor recursive in expresia care descrie valoarea de retur

- singurul apel recursiv e in pozitie finala (valoarea sa este valoarea de retur) — recursivitate pe
coada (conditia trebuie sa fie indeplinita de fiecare ramura a unei expresii conditionale)

- exista un apel care nu e in pozitie finala — recursivitate pe stiva (sau arborescenta)




Exemple

Ce tip de recursivitate au functiile f si g de mai jos?

(define (f x)
(cond ((zero? x) 0)
((even? x) (£ (/ x 2)))
(else (+ 1 (£ (-x1))))))

(define (g L result)
(cond ((null? L) result)
((1ist? (car L)) (g (edr L) (append (g (car L) '()) result)))
(else (g (edr L) (cons (car L) result)))))

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.




Exemple

Ce tip de recursivitate au functiile f si g de mai jos?

(define (f x) =« pe stiva
(cond ((zero? x) 0)
((even? x) (£ (/ x 2)))

Existenta unei variabile de tip
(else (+ 1 (£ (= x1)))))) acumulator nu inseamna c3d avem

recursivitate pe coada!

(define (g L result) =« arborescenta
(cond ((null? L) result)
((list? (car L)) (g (cedr L) (append (g (car L) '()) result)))
(else (g (cdr L) (cons (car L) result)))))

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.




Tipuri de recursivitate — Cuprins

- Importanta recursivitatii in paradigma functionala
WHY DO YOU LIKE FUNCTIONAL

» Recursivitate pe stiva PROGRAMMING S0 MUCH? WHAT
DDEﬁITHCEJHLh" GET YOU?

TalL. RECURSION 15
» Recursivitate arborescenta IT5 OWN HEJPRD

» Comparatie intre tipurile de recursivitate
 Transformarea in recursivitate pe coada

» Recursivitate pe coada




Transformarea in recursivitate pe coada

(define (fact-stack n) (define (fact-tail n)

(1f (zero? n) (fact-tail-helper n I))

(* n (define (fact-tail-helper n [act)
(fact-stack (- n 1))))) (1f (zero? n)

fact
(fact-tail-helper (- n 1)
(* n fact))))

Helper-ul are un argument in plus: _?n care construim rezultatul pe avansul in recursivitate

Calculul la care urma sa participe rezultatul apelului recursiv este calculul la care participa acumulatorul
La iesirea din recursivitate, valoarea de retur nu mai este d

Valoarea functiei pe cazul de baza corespunde adesea
58




Cand acumulatorul este o lista

(define (get-odd-stack L) >(get-odd-stack '(1 4 6 3))
>(cons 1 (get-odd-stack '(4 6 3)))

> (cons (get-odd-stack '"(6 3)))
((null? L) '"()) > (cons (get-odd-stack '(3)))

> (cons (cons 3 (get-odd-stack '())))
> (cons (cons 3 '()))

> (cons '(3))

>'(1 3)

(cond

((even? (car L)) (get-odd-stack (ecdr 1)))
(else (cons (car L) (get-odd-stack (ecdr L))))))

(define (get-odd-tail L acc) >(get-odd-tail '(1 4 6 3) '())
(cond >(get-odd-tail "(4 6 3) '(1))
>(get-odd-tail '"(6 3) '(1))
>(get-odd-tail ' (3) '(1))
((even? (car L)) (get-odd-tail (edr L) acc)) >(get-odd-tail '"() '(3 1))

((null? L) acc)

(else (get-odd-tail (edr L) (cons (car L) acc))))) >'(3 1) - 5
> ordineinversa!

59




Cand acumulatorul este o lista

Solutii pentru conservarea ordinii

» Inversarea acumulatorului inainte de retur (pe cazul de baza)

(cond ((null? 1) (reverse acc))

» Adaugarea fiecarui nou element la sfarsitul acumulatorului (cu append in loc de cons)

(else (get-odd-tail (ecdr L) (append acc (list (car L)))))

Complexitate
« Inversare: O(n) (data de complexitatea lui reverse)

- appendinloc de cons: ©(n?) (©(length(acc)) pentru fiecare append in parte)
(o+1+2+..+(n-1))




Complexitate reverse si append

(define (reverse L) (rev L '"()))
(define (rev L acc)
(if (null? L)
acc
(rev (edr L) (cons (car L) acc)))) — O(length(L))

(define (append A B)
(1f (null~? A)
B
(cons (car A) (append (edr A) B)))) — O(length(A))

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9

10.

Concluzie: Pentru eficienta folosim inversarea acumulatorului la final, nu adaugarea fiecarui
element la sfarsit.
61
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Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)
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Rezumat

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)

Recursivitate pe stiva: un apel recursiv in pozitie nefinala (asteptat de alte operatii),
necesita salvarea contextului pe stiva — ineficienta spatial

Recursivitate pe coada: un apel recursiv in pozitie finala, nu necesita salvarea contextului
pe stiva — eficienta

Recursivitate arborescenta: minim doua apeluri recursive lansate de apelul curent, necesita
stiva si poate cauza recalcularea acelorasi subprobleme —ineficienta spatial (+ temporal)

Tehnici de transformare: acumulator (mai multe argumente), tupling (mai multe rezultate)

Tail-call optimization: compilatorul executa apelurile pe coada in spatiu O(1) (nu creste stiva)
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