PARADIGME DE
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Calcul Lambda — Cuprins

o Aparitiile unei variabile intr-o A-expresie
- Statutul variabilelor intr-o A-expresie
- Evaluarea unei A-expresii

- Forma normala a unei A-expresii




Memento: A-expresia

Sintaxa
e = X variabila
| Ax.ex  functie (unarg, anonima) cu parametrul formal x si corpul e

| (ex e2) aplicatie a expresiei e1 asupra parametrului efectiv e2

Semantica (Modelul substitutiei)

Pentru a evalua (Ax.e1 e2) (functia cu parametrul formal x si corpul e1, aplicata pe e2):
 Peste tot in e1, identificatorul x este inlocuit cu e2

» Se evalueaza noul corp e1 si se intoarce rezultatul (se noteaza e1, )




Aparitiile unei variabile intr-o A-expresie

Ax. (x Ay.x)

Variabila x: 3 aparitii conform carora putem rescrie expresia ca Ax, . (X, Ay.xj3)

Variabila y: 1 aparitie conform careia putem rescrie expresiacaAx. (x Ay, .x)

Vom distinge intre:

- variabilele al caror nume nu conteaza (si ar putea fi oricare altul)
Si

- variabilele ar caror nume este un alias pentru valori din exteriorul expresiei




Aparitii legate / libere intr-o expresie

Aparitia x,, este legata in E daca:

Variabila de dupa A = variabila de legare

. m Aparitia de dupa A = aparitia care leaga (restul aparitiilor

lui x Tn corpul e)

Altfel, aparitia x,, este libera in E.

Ax . (%, Ay.X;3)

1]

legata  legata legata
(aparitia care leagd)  (aparitii in corpul functiei de parametru x)




Exemple de aparitii legate / libere

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x)

(y Ay.x)

Az.((+ 2) X)

(Ax. Ay.(x y) y)
AX.(y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x z)))




Exemple de aparitii legate / libere

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x)

(y Ay.x)

Az.((+ 2) X)

(Ax. Ay.(x y) y)
AX.(y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x z)))




Exemple de aparitii legate / libere

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x)

(y Ay.x)

Az.((+ 2) X)

(Ax. Ay.(x y) y)
AX.(y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x z)))




Exemple de aparitii legate / libere

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x)

(y Ay.x)

Az.((+ 2) )

(Ax. Ay.(x y) y)
AX.(y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x z)))




Exemple de aparitii legate / libere

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x)

(y Ay.x)

Az.((+ 2) X)

(Ax. Ay.(x y) y)
AX.(y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x z)))




Exemple de aparitii legate / libere

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x)

(y Ay.x)

Az.((+ 2) X)

(Ax. Ay.(x y) y)
Ax.(y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x z)))




Exemple de aparitii legate / libere

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x)

(y Ay.x)

Az.((+ 2) X)

(Ax. Ay.(x y) y)
AX.(y Ay.(x (y 2)))

(x Ax.(Ax.y Ay.(xz)))




Observatii

» O aparitie este legata sau libera intr-o expresie

E = Ax.(y Ay.(X (Y 2))) =potatie AX-€

legatainE liberaine

e = (y Ly.(X(y 2)))

- Numele aparitiilor legate ale unei variabile nu conteaza (le putem redenumi pe
toate cu un acelasi nou identificator, semnificatia expresiei ramanand aceeasi)

E = AX. (y Ay.(% (y.2))) = Aa.(y Ab.(a (b 2)))

(valoare externa lui E) acest y nu are nicio legatura cu acest y (parametrul functiei interne)




Calcul Lambda — Cuprins

- Aparitiile unei variabile intr-o A-expresie
» Statutul variabilelor intr-o A-expresie
- Evaluarea unei A-expresii

- Forma normala a unei A-expresii




Variabile legate / libere intr-o expresie

Variabila x este legata in E daca {{eEIIE] E1GT R TR €11 A T EY N1 B2,

Altfel, variabila x este libera in E.

Exemplu: (X kX.X) din punct de vedere al statutului aparitiilor devine

(X 7\,X.X) din punct de vedere al statutului variabilelor (,din cauza” primului x).

Observatii
- Casiin cazul aparitiilor, o variabila este legata sau libera intr-o expresie

» Casiin cazul aparitiilor, numele variabilelor legate nu conteaza




Exemple de variabile legate / libere

Vom marca variabilele legate cu portocaliu si pe cele libere cu verde.
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Az.((+ 2) X)

(Ax. Ay.(x y) y)
AX.(y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x z)))




Exemple de variabile legate / libere

Vom marca variabilele legate cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x)

(y Ay.x)

Az.((+ 2) X)

(Ax. Ay.(x y) y)
AX.(y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x z)))
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Exemple de variabile legate / libere

Vom marca variabilele legate cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x)

(y Ay-x)

Az.((+ 2) X)

(Ax. Ay.(x y) ) dar daca ne limitam la subexpresia Ay.(x y) statutul variabilelor se inverseaza!
AX.(y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x z)))




Exemple de variabile legate / libere
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Calcul Lambda — Cuprins

- Aparitiile unei variabile intr-o A-expresie
- Statutul variabilelor intr-o A-expresie
 Evaluarea unei A-expresii

- Forma normala a unei A-expresii




B-redex si B-reducere

Memento: Semantica A-expresiilor (Modelul substitutiei)
Pentru a evalua (Ax.e1 e2) (functia cu parametrul formal x si corpul e1, aplicata pe e2):
» Peste tot in e1, aparitiile libere ale lui x (libere in e1!) sunt inlocuite cu e2 (nu are sens sa
inlocuiesc si aparitiile legate, intrucat acestea se numesc tot x doar intamplator)

» Se evalueaza noul corp e1 si se intoarce rezultatul (se noteaza e1,, )

B-redex = A-expresie de forma (Ax.e; e,)

B-reducere = efectuarea calculului (Ax.e; €,) —g €10,/




Greseli aparute la B-reducere

Exemplu: (AX.Ay.(X y) ) —p Ay.(x y)[y/x] =Ay.(y y) (gresit!)
\_'_I L'J
e1 e2

Trebuia sa obtinem Am obtinut

o functie care il aplica pe y asupra argumentului sau # o functie care isi aplica argumentul asupra lui insusi

Ce amersrau?

In urma tnlocuirii, aparitia lui y (care era libera in e2) s-a trezit legata in e1 (la un argument cu care nu
avea nicio legatura).

Generalizare
Conflict de nume intre variabilele legate din ex si variabilele libere din e2 — greseliin evaluare

26




Solutia: a-conversia

a-conversie = redenumirea variabilelor legate din corpul unei functii Ax.e1 a.i. ele sa nu
coincida cu variabilele libere din parametrul efectiv e2 pe care aplicam functia

Observatii
« Numele variabilelor legate oricum nu conteaza, deci ele pot fi redenumite
« Noul nume trebuie sa nu intre in conflict cu variabilele libere din e1 si din e2

Exemplu: (Ax.Ay.(x ¥) y) —, (AX.AZ.(X 2) V) —p Az.(X z)[y/X] = Az.(y z) (corect!)
—_—Y
e1 e2




Exemplu de secventa de reducere

((AX.Ay.Az.(x (Y 2)) 2)Yy)




Exemplu de secventa de reducere

(Ax.Ay.Az.(x (y 2)) 2)y)




Exemplu de secventa de reducere

((Ax.Ay.Az.(x (y 2)) 2)y)




Exemplu de secventa de reducere

((AX.Ay.Az.(x (Y 2)) 2)Yy) —,
(AX.Ay.AL.(x (y 1)) 2)y)




Exemplu de secventa de reducere

((AX.Ay.Az.(x (Y 2)) 2)Yy) —,
(Ax.Ay-AL.(x (Y 1)) 2)y) —p
( AyAt(z(yt) vy




Exemplu de secventa de reducere

((AX.Ay.Az.(x (Y 2)) 2)Yy) —,
(Ax.Ay-AL.(x (Y 1)) 2)y) —p
( AyAt(z(yt) )




Exemplu de secventa de reducere

((AX.Ay.Az.(x (Y 2)) 2)Yy) —,
(Ax.Ay-AL.(x (Y 1)) 2)y) —p
( AyAt(z(yt) )




Exemplu de secventa de reducere

(Ax.Ay.Az.(X (Y 2)) 2)y) —,

(Ax.Ay-AL.(x (Y 1)) 2)y) —p

( AyAt(z(yt)  y)—p
At.(z (y 1)




Calcul Lambda — Cuprins

- Aparitiile unei variabile intr-o A-expresie
- Statutul variabilelor intr-o A-expresie
- Evaluarea unei A-expresii

« Forma normala a unei A-expresii




Forma normala a unei A-expresii

A-expresie in forma normala & A-expresie care nu contine niciun B-redex

Intrebari
« Are orice A-expresie o forma normala?

« Forma normala este unica? (sau secvente distincte de reducere pot duce la forme
normale distincte?)

 Daca o A-expresie admite o forma normala, se poate garanta gasirea ei?

Observatie (ajutatoare pentru intrebarile anterioare)
Calculul Lambda este un model de calculabilitate.

A-expresiile sunt practic programe capabile sa ruleze pe o ipotetica Masina Lambda.




Are orice A-expresie o forma normala?

NU.
Exemplu: (Ax.(x x) AX.(X X)) —p (AX.(X X) AX.(x X)) —p (AX.(X X) AX.(X X)) —p

A-expresie reductibila & admite o secventa finita de reducere pana la o forma normala

Altfel, A-expresia este ireductibila.




Forma normala este unica?

DA.

Teorema Church-Rosser

e —*a T a—*d

e —»*Db  b—o*d

Daca 4 si atunci 3da.l. Si (—* = secventd de reducere)

Explicatie: Daca a si b ar fi forme normale distincte, prin definitie a si b nemaicontinand
niciun B-redex, ele nu s-ar putea reduce suplimentar catre un acelasi d.




Se poate garanta gasirea formei normale?

DA.

Teorema normalizarii

Pentru orice A-expresie reductibild, se poate ajunge la forma ei normala aplicand reducere
stanga->dreapta (reducand mereu 'cel mai din stanga B-redex, ca la evaluarea normala).

Exemplu: E, = (Ax.(x X) AX.(X X))

E,=(Ax.yE)) —g Y «<— o reducere dreapta->stanga nu s-ar termina niciodata

Concluzie: Evaluarea aplicativa e mai eficienta, dar evaluarea normala e mai sigura.




Rezumat

Aparitii ale unei variabile intr-o expresie
Variabile intr-o expresie

B-redex si B-reducere

a-conversie

Forma normala

Expresie ireductibila

Teorema normalizarii
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Rezumat

Aparitii ale unei variabile intr-o expresie: legate ( Ax.e, Ax....x...), libere (restul)
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Rezumat

Aparitii ale unei variabile intr-o expresie: legate ( Ax.e, Ax....x...), libere (restul)

Variabile intr-o expresie: legate (toate aparitiile sunt legate), libere (restul)

B-redexsi B-reducere: (Ax.e1 e2), (Ax.e1e2) —p €1y,

a-conversie: (AX. ... Ay.e1... e2) —, (AX. ... @Mﬂ ... e2)undetnueraliberaines, e2
Forma normala: A-expresia nu contine niciun 3-redex

Expresie ireductibila: nu poate firedusa la o forma normala (altfel — reductibila)

Teorema normalizarii




Rezumat

Aparitii ale unei variabile intr-o expresie: legate ( Ax.e, Ax....x...), libere (restul)

Variabile intr-o expresie: legate (toate aparitiile sunt legate), libere (restul)

B-redex siB-reducere: (Ax.e1 e2), (Ax.e1 e2) —p €1,

a-conversie: (AX. ... Ay.e1... e2) —, (AX. ... @Mﬂ ... e2)undetnueraliberainel, e2
Forma normala: A-expresia nu contine niciun B-redex

Expresie ireductibila: nu poate firedusa la o forma normala (altfel — reductibila)

Teorema normalizarii: Reducerea stanga->dreapta garanteaza gasirea formei normale
(cand aceasta exista)
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