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Exemplu
Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket ,
Introducere
Modelare functionala (2)
Haskell
memList x [] = False
memList x (e:t) = x == e || memList x t
ins x [1 = [x]
ins x 1@(h:t) = if x < h then x:1 else h : ins x t
Exemplu ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket

Introducere

1

Exemplu ‘@
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Cursul 1: Introducere

@ Exemplu
© Ce studiem la PP?

e De ce studiem aceasta materie?

© Organizare

e Paradigma de programare

e Istoric: Paradigme si limbaje de programare

@ ntroducere in Racket

Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket
Introducere

Exemplu

1

Sa se determine daca un element e se
regaseste intr-o lista L (e € L).

Sa se sorteze o lista L.

Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigmé Istoric Racket
Introducere

Modelare logica

Prolog:
memberA(E, [E|I_]) :- !.
memberA(E, [_IL]) :- memberA(E, L).
/ elementul, lista, rezultatul
ins(E, [1, [E]).
ins(E, [H | T], [E, H | T]) :- E < H, !.
ins(E, [H | T], [H | TE]) :- ins(E, T, TE).
Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigmé Istoric Racket

1
Introducere

BlooP and FlooP and GlooP

[(CC) BY-NC abstrusegoose.com] [http://abstrusegoose.com/503]
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Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket
Introducere
Modelare functionala (1)
Racket:

1 (define memList (lambda (e L)
2 (if (null? L)
3 #f
4 (if (equal? (first L) e)
5 #t
6 (memList e (rest L))
7 ))
8 ))
9
10 (define ins (lambda (x L)
11 (cond ((null? L) (list x))
12 ((< x (first L)) (coms x L))
13 (else (cons (first L) (ins x (rest L)))))))

Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket

Introducere
Ce studiem la PP?
Exemplu Ce? De ce? Paradigma Istoric Racket




Elemente pe care le vom studia PP

@ Paradigma functionala si discutie despre paradigme de programare in general,
n contrast cu paradigma imperativa si cea orientata-obiect.

Tipuri de date abstracte

Racket: introducere in programare functionala

Calculul A ca baza teoretica a paradigmei functionale

Racket: intarzierea evaluarii si fluxuri

Haskell: programare functionala cu o sintaxa avansata
Haskell: evaluare lenesa si fluxuri

Haskell: tipuri, sinteza de tip, si clase

Equational Reasoning
De ce?

xemplu Ce? Paradigma storic Racke

r

De ce? PP

I suppose it is tempting, if the only tool you have is a
hammer, to treat everything as if it were a nail.

The law of instrument — Abraham Maslow

Exemplu Ce? De ce?

Paradigma storic R

De ce? PP
O buna cunoastere a paradigmelor alternative — $$$

@ Developer Survey 2025

[https://survey.stackoverflow.co/2025]

@ Developer Survey 2024

[nttps://survey.stackoverflow.co/2024]

Exemplu Ce? De ce? Paradigma storic Racke

De ce studiem aceasta materie?

Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket
Introducere

1:10

De ce? PP

Mai concret

-pana acum ati studiat paradigma imperativa (legata si cu paradigma
orientata-obiect)

— un anumit mod de a privi procesul de rezolvare al unei probleme si de a
cauta solutii la probleme de programare.

- paradigmele declarative studiate ofera o gama diferita (complementara!) de
unelte — alte moduri de a rezolva anumite probleme.

= 0 pregatire ce permite accesul la pozitii de calificare mai inalta (arhitect,
designer, etc.)

Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket
Introducere

De ce?
Cine castiga cel mai bine?

Exempl Ce? De ce?

De ce? PP
Ne vor folosi aceste lucruri in viata reala?

[VE HRVE METHOD FOR &NOWNG
1) MANY ROCKS NOU HAVE.
CALLED “COUNTING' PUT
UP FINGERS, THEN ShY -
WE SUER
USE THIS IV
REAL LIFES

The first math class.

[(C) Zach Weinersmith,
Saturday Morning Breakfast
Cereal]

smbc-comics. com/
method]

[https://w
comic/a-new

The first math class.

Exemplu Ce De ce? Paradigmé Istoric Racke

De ce? PP
Sunt aceste paradigme relevante?

@ evaluarea lenesa — prezenta in Python (de la v3), .NET (de la v4)

@ functii anonime — prezente in C++ (de la v11), C#/.NET (de la v3.0/v3.5),
Dart, Go, Java (de la JDK8), JS/ES, Perl (de la v5), PHP (de la v5.0.1),
Python, Ruby, Swift.

@ Prolog si programarea logica sunt folosite in software-ul modern de A.l.,
e.g. Watson; automated theorem proving.

o in industrie sunt utilizate limbaje puternic functionale precum Erlang,
Scala, F#, Clojure.

@ Limbaje multi-paradigma — adaptarea paradigmei utilizate la necesitati.

xemplu Ce? De ce?

.

Paradigmé Istoric Racke

De ce?
Cine castiga cel mai bine?

Exemplu Ce? De ce?




Organizare
Paradigma de programare

Ce vom studia?
Continutul cursului

@ Diverse perspective conceptuale asupra notiunii de calculabilitate

efectiva — modele de calculabilitate.

@ Influenta perspectivei alese asupra procesului de modelare si rezolvare a

problemelor — paradigme de programare.

@ Limbaje de programare aferente paradigmelor, cu accent pe aspectul

comparativ.

Exemplu Ce? De ce?

Paradigma storic

Unde gasesc informatii? PP

Resurse de baza

Notare

mai multe la https://ocw.cs.pub.ro/courses/pp/--/regulament

https://ocw.cs.pub.ro/courses/pp

Regulament: https://ocw.cs.pub.ro/courses/pp/--/regulament

Forumuri: Moodle — 03-ACS-L-CTI-Calculatoare-A2-S2-PP-CA-CB-CC
https://curs.upb.ro/2025/course/view.php?id=10195

Elementele cursului sunt comune la seriile CA, CB si CC.

Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket 1:19
Introducere
Ce inseamna paradigma de programare PP

Ce difera intre paradigme?

Ce inseamna paradigma de programare
Ce caracterizeaza o paradigma?

o aceasta este o diferenta intre limbaje, dar este
influentata si de natura paradigmei

o diferd sintaxa « e mecanisme specifice unei paradigme aduc elemente
noi de sintaxa

e.g. functiile anonime

ce poate reprezenta o expresie, ce operatori

@ diferd modul de constructie « B -
’ putem aplica intre expresii.

al expresiilor

@ ce anume reprezinta programul
@ difera structura programului + ¢ cum se desfisoara executia

@ Laborator: 0.2p « pentru straduinta
o Teste grila la laborator: 0.3p < cu bonus pana la 0.4p

@ Teme (2): TBD <« cu bonusuri de pana la 20%

se puncteaza intrebarile bune si
foarte bune

@ Test din materia de laborator: TBD

@ Activitate curs: 0.5p «

punctajele pe parcurs se trunchiaza la 5p

@ Examen: 5p « limbaje + teorie

Exemplu Ce?

Organizare Paradigma Istoric Racke
Introducere

programului
Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket 1:00
Introducere
Modele — paradigme — limbaje PP
Modele de calculabilitate
C, Pascal — procedural — paradigma _, Masina Turin
Java, C++, Python — orientat-obiect imperativa ; 9
Racket, Haskell — paradigma — Masina 1 —
functionala 2
c
K}
Prolog — paradigma — FOL + S
logica Resolution é
CLIPS — paradigma — Masina
asociativa Markov

T | Teza Church-Turing: efectiv calculabil = Turing calculabil

Exemplt Ce? De ce? Organizare Paradigmé Istoric Racket
Introducere

@ valorile de prim rang
@ modul de constructie a programului
@ modul de tipare al valorilor

@ ordinea de evaluare (generare a valorilor)

modul de legare al variabilelor (managementul valorilor)

@ controlul executiei

- Paradigma de programare este data de stilul fundamental de constructie al
structurii si elementelor unui program.

Exemplu Ce? De ce? Orgz Paradigma Istoric Racke
Introducere

Istoric: Paradigme si limbaje de programare

Exemplu Ce? De ce? Orga

gz Paradigmé Istoric Racke
Introducere




Istorie
1950-1975

1954 1957

Fortran

Istorie
2002-2006

2006

PP Istorie
1975-1995

1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990

2000

Istorie
1995-2002

2002 2003 2004

Objective C

N

Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric 1:27 Exemplu Ce? De ce?
Introducere !
PP Istorie
2006-2013
2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013

Organizare Paradigmé Istoric Racket s
Introducere
2014 2015

Exemplu

Ce? De ce?

Paradigma Istoric Racket Exemplu Ce? De ce?

Organizare
Introducere

Lisp cycles

[nttp://xked. com/297/]

Organizare
Introducere

Paradigma Istoric Racket

Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric
Introducere
Istorie
Resurse

Racket

1:2

LIsP 15 QVER HALT A
CENTURY QLD AND IT
STILL HAS THIS PERFECT
TIMELESS AIRABOUT IT.

s

Introducere Tn Racket

T WONDER IF THE CYCLES
WILL CONTINUE FOREVER

A FEW CODERS FROMEACH
NEW GENERATION RE-
DISCOVERING THE LISP ARTS.

THESE ARE YOUR
FATHER'S PARENTHESES

ELEGANT
WEAPONS

FOR A MORE... CVILZED AGE-

[(CC) BY-NC Randall Munroe, xkcd.com]

Ce? De ce? Organizare Paradigmé Istoric Racket . Exemplu Ce? De ce?

Introducere

Organizare
Introducere

Paradigmé Istoric Racket

@ imagine navigabila (slides precedente): [ntp://wiv. 1evenez. con/lang/]

o Wikipedia:

[http://en.wikipedia.org/wiki/Generational list_of_programming_languages]

[https://en.wikipedia.org/wiki/Timeline_of programming_languages]

[https://en.wikipedia.org/wiki/Programming_paradigm#/media/File:Programming_paradigms.svg]

1:34

Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket 1:32
Introducere
Racket
din 1975 (ca Scheme)
@ functional
@ dialect de Lisp
@ totul este vazut ca o functie
@ constante — expresii neevaluate
@ perechi/ liste pentru structurarea datelor
@ apeluri de functii — liste de apelare, evaluate
@ evaluare aplicativa, functii stricte, cu anumite exceptii
Exemplu Ce? De ce? Organizare Paradigma Istoric Racket ias
Introducere



Exemplu ‘@

Cursul 2: Tipuri de date abstracte PP Tipuri de date abstracte

Putem avea tipuri de date facand abstractie de implementare?

@ putem discuta despre tipuri de date fara a face apel la implementarea
tipului si la modalitatea de stocare a datelor in memorie / pe disc

O ™A

@ definim tipurile de date intr-un mod matematic

TDA o
@ avem nevoie sa stim:
e Constructori & Axiome @ cum construim valorile tipului de date?
@ cum operam cu valorile tipului de date?
@ Inductie structurala B | e Ce este un numar natural?
2| o Ceesteolista?
5| e Ce este un arbore?
i | e Ceesteo expresie aritmetica?
DA Constructori & Axiome Inductie structurala 2:1 TDA Constructori & A Inductie structurala 2:2 TDA Inductie structurala 3
Tipuri de date abstracte
Structura unui TDA APP Tip de date abstract PP
Ce avem nevoie pentru a defini un TDA? Definitie
- Operatii disponibile pe tipul de date — Operatii
8| Exemplu ; + ‘Tip de date abstract — TDA — Model matematic al unei multimi de
© numere naturale: adunare, scadere valori si al operatiilor valide pe acestea.
e liste: ad3ugare, calcul lungime Constructori & Axiome
@ expresii aritmetice: evaluare, simplificare
. . T . : Componente
-Moduri de a construi valorile tipului de date — Constructori P | . . -
B ‘ Exemplu @ constructori de baza: cum se genereaza valorile;
@ numere naturale: adunare, scadere, incrementare, verificare pentru 0 @ operatori: ce se poate face cu acestea;
o liste: adaugare, eliminare, concatenare @ axiome: cum lucreaz3 operatorii / ce restrictii exista.
@ expresii aritmetice: aplicare operatori
- Axiome care garanteaza functionarea curenta a operatiilor
TDA Constructori & Inductie structurala 2:4 TDA Constructori & A Inductie structurala 2:5 DA Constructori & Axiome Inductie structurala 26
Tipuri de dat Tipuri de date abstracte
Constructori de baza PP Constructori de baza PP Constructori de baza PP
Setul minim de constructori Setul de constructori nu este unic Tipuri
< . ) ) . . « i \ Constructorii pentru un tip T pot fi de tip:
+ \ Constructor de baza - parte a unui set de constructori care este - Pot avea si alte seturi de constructori de baza.
necesar si suficient pentru a obtine toate valorile din multimea de valori a '
Y ' ' -E.g. pentru listd pot avea @ Nular—0 parametri
tipului de date abstract. 9. p p ®‘ zero.null
@ tipul Natural: zero: Natural ; succesor : Natural — Natural @ null: List
o singleton: T — List @ Extern — doar cu parametri care nu sunt de tip T
o tipul Lista: null : List ; cons: T x List — List 9 e @\ singleton, valoare
@ concatenare : List x List — List
® tipul Expresn:{: Yzloare :'Nat(u)ral - Ifjxprgs:e o E . @ Intern — cu cel putin un parametru de tip T
operatie : Expresie x Operand x Expresie — Expresie ®‘ succesor, cons, operatie
DA Constructori & Axiome Inductie structurala 2:7 TDA Constructori & Axiome Inductie structurala 2:8 DA Constructori & Axiome Inductie structurala 2:9
Tipuri de date abstracte Tipuri de date abstracte

Tipuri d

abstracte



Exemplu ‘@

Constrctori de baza PP

Dimensiunea valorilor

+ \ Dimensiunea unei valori este numarul de constructori de baza din
formula care produce valoarea

@ “2": succ(succ(zero)) — dimensiunea 3
e “[1,7,2]": cons(1,cons(7,cons(2, null))) — dimensiunea 4

@ Constructorii nulari si externi produc intotdeauna valori de dimensiune 1

@ Constructorii interni produc intotdeauna valori de dimensiune > 1

Constructori & Axiome Inductie structurald

Tipuri de date abstracte 2:10
Inductie structurala
Constructori & Axiome Inductie structurald P
Tipuri de date abstracte
Inductie structurala PP

Exemplu (1)

Exemplu ‘@

Pentru add : Natural x Natural — Natural
cu axiomele

@ ADD1 add(zero,n)=n
@ ADD2 add(succesor(m),n) = succesor(add(m, n))
demonstram ca
va,b,c € Natural . add(a,add(b,c)) = add(add(a, b),c) (asociativitate)
Caz de baza:
add(zero,add(b,c)) = add(b, c) (conform ADD1)
add(add(zero,b),c) = add(b,c) (conform ADD1) O

Constructori & Axiome

3 Inductie structurald
Tipuri de date abstracte

2:16

5 ’ Putem folosi inductia matematica pentru tipul Natural, dar pentru celelalte?

Exemplu ‘@

Exemplu ‘@
°

Axiome PP

Exemple

@ concatenare(cons(x,L1),L2) = cons(x,concatenare(L1,L2))

@ concatenare(null,L) = L

adunare(succesor(n), m) = succesor(adunare(n, m))

@ adunare(zero,m)=m

@ evaluare(operatie(E1,+, E2)) = adunare(evaluare(E1), evaluare(E2))

TDA Constructori & Axiome
Tipuri de date abstracte

Inductie structurald 2:11

Inductie PP

Inductie matematica

-La inductia matematica, demonstram cazul de baza (e.g. n=0) si
presupunand ca adevarata afirmatie pentru valorile panala n—1,
demonstram adevarul afirmatiei pentru n.

Pentru celelate, folosim inductia structurala.

Inductie structurald

Inductie structurala PP

Exemplu (2)

cu axiomele

@ ADD1 add(zero,n)=n
@ ADD2 add(succesor(m),n) = succesor(add(m,n))
Ipoteza inductiva: add(x,add(b,c)) = add(add(x,b),c)
Pas de inductie:
stanga: add(succ(x),add(b,c)) = succ(add(x,add(b,c))) (conform ADD2)

dreapta: add(add(succ(x),b),c) = add(succ(add(x, b)), c) (conform ADD2)
= succ(add(add(x,b),c)) (conform ADD2)

)
dar: add(x,add(b,c)) = add(add(x,b), c) (conform ipoteza) m]

TDA Constructori & Axiome

3 Inductie structurala
Tipuri de date abstracte

2:17

Axiome
Definitie

+ \ Axiomele definesc comportamentul operatorilor pe toate valorile
tipului.

s
9 ‘ Pentru fiecare operator avem nevoie de cate o axioma pentru fiecare
constructor de baza.

Constructori & Axiome
Tipuri de date abstracte

ductie structurala

Inductie structurala
Definitie

+ ‘ Inductia structurala permite demonstrarea ca daca o afirmatie despre
o operatie este adevarata pentru cazurile de baza (constructori nulari si

interni) si daca, presupunand ca afirmatia este adevarata pentru valorile de

dimensiune n—1, putem demonstra ca afirmatia este adevarata pentru
valorile de dimensiune n, atunci afirmatia este adevarata intotdeauna.

Inductie structural s

Cursul 3: Calcul Lambda

@ Introducere

@ Lambda-expresii

@ Reducere

@ Evaluare

@ Limbajul lambda-0 si incursiune in TDA

@ Racket vs. lambda-0

Introducere 7-Expres Reducere Evaluare o §i TDA Racket vs. 29
Calcul Lambda



Introducere

Introducere A-Expresil Reducere Evaluare 1o si TDA Racket vs. g 50

Calcul Lambda

Aplicatii A

ale calculului o

Modele de calculabilitate A
De ce?

@ Aplicatii importante in
@ programare
e demonstrarea formald a corectitudinii programelor, datorita modelului
simplu de executie

@ Baza teoretica a numeroase limbaje:
LISP, Scheme, Haskell, ML, F#, Clean, Clojure, Scala, Erlang etc.

Introducere Expres

A-expresii A

Definitie

+| 2-expresie
@ Variabila: o variabila x este o A-expresie;

@ Functie: daca x este o variabild si E este o A-expresie, atunci A x.E este
o A-expresie, reprezentand functia anonima, unara, cu parametrul formal
x si corpul E;

o Aplicatie: daca F si A sunt A-expresii, atunci (F A) este o A-expresie,
reprezentand aplicatia expresiei F asupra parametrului actual A.

troducere 1-Expresii

@ ne punem problema daca putem realiza un calcul sau nu — pentru a
demonstra trebuie sa avem un model simplu al calculului (cum realizam
calculul, in mod formal).

@ un model de calculabilitate trebuie sa fie cat mai simplu, atat ca numar de
operatii disponibile cat si ca mod de constructie a valorilor.

@ corectitudinea unui program se demonstreaza mai usor daca limbajul de
programare este mai apropiat de masina teoretica (modelul abstract de
calculabilitate).

Evaluare o $i TDA Racket vs 3:3

Introducere )-Expresi Reducer
Calcul Lambda

Lambda-expresii

ntroducere A-Expresii Reducere Evaluare Ao si TDA Racket 3:6
Calcul Lambda
Evaluare A
’e’-‘ Intuitiv
(AxAy.x z) t)
parametru formal
( (lX.?Ly.X Z) t) parametru actual
|
substitutie
U
(Ay.z 1)
parametru formal
( )“Ly'z t ) < parametru actual
substitutie
Introducere A-Expresii Reducere E %4\5 o §i TDA Racket vs.

3:9
Caleul Lambdz? ~_ ni mai acta nirin fiinctia da anlicat

Calculul Lambda A
A

@ Model de calculabilitate (Alonzo Church, 1932) — introdus in cadrul
cercetarilor asupra fundamentelor matematicii.
[http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus]

o sistem formal pentru exprimarea calculului.

@ Echivalent cu Masina Turing (v. Teza Church-Turing)

@ Axat pe conceptul matematic de functie — totul este o functie

Introducere 1-Expresii Evaluare %0 $i TDA Racket vs. 1o 5

A-expresii
Exemple

@ x — variabila (numele) x
@ @ Ax.x — functia identitate

@ Ax.Ay.x — functie selector

Exemplu

@ (Ax.x y) — aplicatia functiei identitate asupra parametrului actual y

Q@ (Ax.(x X) Ax.x) = ?

2 Intuitiv, evaluarea aplicatiei (Ax.x y) presupune substitutia textuala a lui x,
n corp, prin y — rezultat y.

Introducere A-Expresii Reducere Evaluare Ao si TDA Racket vs. g 3:7
Calcul Lambda
Reducere
Introducere A-Expresi Reducere Evaluare Ag §i TDA Racket vs. 4 3:10

Calcul Lambda



B-redex

Cum arata (Formal, vedem mai tarziu)

@ B-redex: o A-expresie de forma: (AX.E A)
o E — A-expresie — este corpul functiei
o A— i-expresie — este parametrul actual

@ B-redexul se reduce la Ej/4 — E cu toate aparitiile libere ale lui x din £

nlocuite cu A prin substitutie textuala.

troducere Expres Reducere Evaluare
Calcul Lambda

Variabile
Legate vs libere

+ ‘ O variabila este legata intr-o expresie daca toate aparitiile sale sunt

legate Tn acea expresie.

+ | O variabila este libera intr-o expresie daca nu este legata in acea
expresie i.e. daca cel putin o aparitie a sa este libera in acea expresie.

@ Atentie! in raport cu o expresie dat!

troducere Expres Reducere
Calcu

Determinarea variabilelor libere si legate
O abordare formala

Variabile libere (free variables)
o FV(x)={x}
@ FV(Ax.E)=FV(E)\{x}
® FV((Ey Ep))=FV(Ey)UFV(Ey)

Variabile legate (bound variables)
@ BV(x)=0
@ BV(Ax.E)=BV(E)u{x}
® BV((Ey Ep))=BV(Ey)\FV(E)UBV(E;)\ FV(Ey)

Exemplu ‘@

Aparitii ale variabilelor
Legate vs libere

+ ‘ Aparitie legata O aparitie x, a unei variabile x este legata intr-o
expresie E daca:

@ E=Ax.Fsau

@ E=...Axp.F...sau

@ E=...Ax.F ...si xpaparein F.

I ‘ Aparitie libera O aparitie a unei variabile este libera intr-o expresie
daca nu este legata in acea expresie.

° ‘Atentie! in raport cu o expresie dati!

Introducere J-Expres Reducere Evaluare o i TDA Racket vs
Calcul Lambda

Variabile si Aparitii ale lor
Exemplu 1

Tn expresia E = (Ax.x x), evidentiem aparitiile Iui x:
A x.x x)

A>T <2s B
~—

F

@ x, x legatein E
<1> <2>

@ x liberain E
<3>

@ x liberain F!
<2>

@ x liberain Esi F

Introducere A-Expresi Reducere Evaluare o §i TDA Racket vs.
Calcul Lambda

Expresii inchise

+ ‘ O expresie inchisa este o expresie care nu contine variabile libere.
=) ‘ Exemplu

® (AX.X AX.Ay.Xx) --- — Inchisa

@ (Ax.x a) --- — deschisa, deoarece a este libera

@ Variabilele libere dintr-o A-expresie pot sta pentru alte A-expresii

o inaintea evaludrii, o expresie trebuie adusa la forma inchisa.

@ Procesul de inlocuire trebuie sa se termine.

Introducere A-Expresi Reducere Evaluare o $i TDA Racket vs.
Calcul Lambda

° (7L<)2(>.(ly.<:(> 2) <§>) pului functiei cu parametrul formal x (Axy)
=
corp A%,
oA X (A X (AV. X 2) Xx A x leagd aparitia x
<4>( <2>( y<1> ) <3>) < <8>
Introducere A-Expresi Reducere Evaluare i i TDA Racket vs. g 3:13
Calcul Lambda
Variabile si aparitii ale lor A
Exemplu 2
in expresia E = (Ax.22.(z X) (Z y)), evidentiem aparitiile:
@ x, x, z, z legatein E
<> <2> <1> <2>
° , z liberein E
@ <,1V> <38>
3 @ z, z legatein F
Blaxaziz 0z yn S
< G404 2 Y 4. e x liberain F
i [ —— <2>
F @ x legata in E, dar liberain F
o yliberain E
@ zliberdain E, dar legata in F
Introducere A-Expresi Reduce(;e:“m Lm”m;”m are i i TDA Racket vs. g 3:16
B-reducere A
Definitie

Aparitii ale variabilelor A
% ‘ Mod de gandire

- O aparitie legata in expresie este o aparitie a parametrului formal al unei functii
definite Tn expresie, in corpul functiei; o aparitie libera este o aparitie a parametrului
formal al unei functii definite in exteriorul expresiei, sau nu este parametru formal al
niciunei functii.

° :( + aparitie libera

<1>
o (Ay. 1( Z) <« aparitie inca libera, nu o leaga nimeni
<1>

@A x .(Ay. x z) «* X leagd aparitia x
<2> <1> <2> <1>

aparitia x3 este libera — este in exteriorul cor-

+ ‘ B-reducere: Evaluarea expresiei (Ax.E A), cu E si A A-expresii, prin
substituirea textuala a tuturor aparitiilor libere ale parametrului formal al
functiei, x, din corpul acesteia, E, cu parametrul actual, A:

(AX.E A) =4 Epx

+ ‘ B-redex Expresia (Ax.E A), cu E si A A-expresii — 0 expresie pe care
se poate aplica B-reducerea.

Introducere 1-Expresi Reducere Evaluare %0 $i TDA Racket vs. 1o
Calcul Lambda



Exemplu ‘@

B-reducere
Exemple

@ (AXX Y)—=p X\ =Y
@ (AXAX.X Y)—=p AX Xy/x — AX.X

@ (AX.AYy.X y)—p Ay Xy x — Ay.y Gresit! Variabila libera y devine
legata, schimbandu-si semnificatia. — 1y(@.y(0)

Care este problema?

Reducere e
Calcul Lambda

o-conversie
Exemple

Exemplu ‘@

@ AX.(XY)—qAz.(zy)— Corect!
@ AXAX.(XY)—=aAY.AX.(X y) — Gresit! y este liberd in Ax.(x y)

@ AXAY.(Y X) =a AY.AY.(y y) — Gresit! Aparitia liberd a lui x din Ay.(y x)
devine legata, dupa substituire, in 1y.(y y)

@ AXAY.(YY)—ary-2Y.(yy) — Corect!

oducere xpres Reducere aluare
Calc:

Evaluare

Evaluare Ao §i TDA
cul Lambda

B-reducere A

Coliziuni

o Problema: in expresia (Ax.E A):

o dacd variabilele libere din A nu au nume comune cu variabilele legate din E:

FV(A)NBV(E)=0
— reducere intotdeauna corecta
o daca exista variabilele libere din A care au nume comune cu variabilele
legate din E: FV(A)nBV(E) #0
— reducere potential gresita

@ Solutie: redenumirea variabilelor legate din E, ce coincid cu cele libere
din A — a-conversie.

@‘ Exemplu
AXAY.X Y)=a (AXAZX Y) =5 AZXy/x) = AZ.Y

Introducere Expresi Reducere Evaluare 0 5i TDA Racket vs
Calcul Lambda

Reducere A

Definitii

+ | Pas de reducere: O secventa formata dintr-o a-conversie si o
B-reducere, astfel incat a doua se produce fara coliziuni:
Ei = Ex=Ey =4 Bz —p Ep.

+CJ Secventa de reducere: Succesiune de zero sau mai multi pasi de
reducere:

E; —* E;.

Reprezinta un element din inchiderea reflexiv-tranzitiva a relatiei — .

Introducere Expresi Reducere Evaluare 0 i TDA Racket vs
Calcul Lambda

ntrebari A

Pentru constructia unei masini de calcul

-Daca am vrea sa construim o masina de calcul care sa aiba ca program o
A-expresie si sa aiba ca operatie de baza pasul de reducere, ne punem
cateva intrebari:

@ Cand se termina calculul? Se termina intotdeauna?

@ Daca mai multe secvente de reducere se termind, obtinem intotdeauna
acelasi rezultat?

@ Comportamentul depinde de secventa de reducere?

© Dacid rezultatul este unic, cum il obtinem?

Introducere %-Expresi Evaluare o i TDA Racket vs

alcul Lambda

a-conversie
Definitie

+ | a-conversie: Redenumirea sistematica a variabilelor legate dintr-o
functie: Ax.E —¢ 1y.Ejy 5. Se impun doua conditii.

B
2| @ AX.Y =aAY.Yyx — Ay.y — Gresitl
S| @ AXAYy.X =g AY.AY Xy — AY.Ay.y — Gresit!
i
: Conditii

@ y nu este o variabila libera, existenta deja in E
@ orice aparitie libera in E raméne libera in £y

Introducere ).-Expres Reducere Evaluare Ao s TDA Racket vs. 2g 3:22
Calcul Lambda
Reducere
Proprietati
i Reducere
e Ey — E, = E; —* E; —un pas este o secventa
@ E —* E — zero pasi formeaza o secventa
o E, - E; N Ep - B3 = Ey —* E3 —tranzitivitate
B
S ((AXxAy.(y X) Y) AXX) = (AZ(Z ¥) AXX) = (AXX Y) =Y
g =
ﬁ (AXAY.(Y X) ) AX.X) ="y
Introducere )-Expres Reducere Evaluare Ao s TDA Racket vs. 1g 505
Calcul Lambda

Terminarea reducerii (reductibilitate)
Exemplu si definitie

Q=(AX.(X X) AXx.(X X)) = (AX.(X X) AXx.(X X)) —="...

Q nu admite nicio secventa de reducere care se termina.

Exemplu ‘@

+ ‘ Expresie reductibila este o expresie care admite (cel putin o)
secventa de reducere care se termina.

-expresia Q nu este reductibila.

Introducere 2-Expres Reducere

Evaluare g §i TDA Racket vs. 1g
cul Lambda



Secvente de reducere A
si terminare

Dar!
E=(Axy Q)
=y sau

—E—y sau
—E—E—y sau...

o
= y,n>0
w *

3.

Exemplu ‘@

@ E are o secventa de reducere care nu se terming;
@ dar E are forma normala y = E este reductibila;
@ lungimea secventelor de reducere ale E este nemarginita.

e Evaluare Racket vs
3:29
alcul Lambda

Unicitatea formei normale A
Rezultate

T | Teorema Church-Rosser / diamantului Daci E —* E; si E —* Ep,
atunci exista E; astfel incat E; —* E3 si E, —* E;.

© ‘ Corolar Daca o expresie este reductibila, forma ei normala este unica.
Ea corespunde valorii expresiei.

Evaluare
hda

Ce modalitate alegem? A

T | Teorema normalizarii Daca o expresie este reductibila, evaluarea
stanga-dreapta a acesteia se termina.

@ Teorema normalizarii (normalizare = aducere la forma normala) nu

garanteaza terminarea evaluarii oricarei expresii, ci doar a celor
reductibile!

@ Daca expresia este ireductibild, nicio reducere nu se va termina.

oducere xpres Redu Evaluare si TDA
hda

Exemplu ‘@

Forme normale A
Cum stim ca s-a terminat calculul?

- Galculul se termina atunci cand expresia nu mai poate fi redusa — expresia
nu mai contine B-redecsi.

+ \ Forma normala a unei expresii este o forma (la care se ajunge prin
reducere, care nu mai contine -redecsii.e. care nu mai poate fi redusa.

Introducere Expresi

Evaluare 0 5i TDA Racket vs 3:30
alcul Lambda

Unicitatea formei normale A
Exemplu

(AxAy.(x y) Axx ¥))
@ 5 AZ((AXX y) Z)—Az(y Z) =g ra(y a)
@ — (AXAY.(X y) y)—=AW.(y w)—=qAa(y a)

@ Forma normala corespunde unei clase de expresii, echivalente sub
redenumiri sistematice.

@ Valoarea este un anumit membru al acestei clase de echivalenta.

= Valorile sunt echivalente in raport cu redenumirea.

Introducere Expresi

Evaluare o i TDA Racket vs. y s
alcul Lambda o

Raspunsuri la intrebari A

@ Cand se termina calculul? Se termind intotdeauna?
— se termina cu forma normala [functionald]. NU se termina decat daca
expresia este reductibila.

@ Comportamentul depinde de secventa de reducere?
— DA.

@ Daca mai multe secvente de reducere se termina, obtinem intotdeauna
acelasi rezultat?
— DA.

© Daca rezultatul este unic, cum il obtinem?
— Reducere stanga-dreapta.

@ Care este valoarea expresiei?
— Forma normala [functionald] (FN[F]).

Introducere %-Expresi Evaluare o i TDA Racket vs

alcul Lambda

Forme normale
Este necesar sa@ mergem pana la Forma Normala?

+ ‘ Forma normala functionala — FNF este o forma Ax.F, in care F
poate contine B-redecsi.

@‘ Exemplu
(AXAY.(X Y) AXX) =N AY.(AXX YY) —=EnAY.Y

@ FN a unei expresii inchise este in mod necesar FNF.

@ intr-o FNF nu existad o necesitate imediata de a evalua eventualii
B-redecsi interiori (functia nu a fost inca aplicatd).

oducere A-Expres Reducere Evaluare Ao $i TDA Racket vs. g

Modalitati de reducere

Cum putem organiza reducerea?

+ ‘ Reducere stanga-dreapta: Reducerea celui mai superficial si mai din
stanga B-redex.

@‘ Exemplu
(AX.X AX.Y) (AX.(X X) AX.(X X)) = (AX.y Q) — Yy

+ \ Reducere dreapta-stanga: Reducerea celui mai adanc si mai din
dreapta B-redex.

@‘ Exemplu
(AX.(AX.X AX.Y) (AX.(X X) AX.(X X))) = (AX(AX.X AX.y) Q) — ...

Introducere )-Expres

Evaluare i i TDA Racket vs. 1g 3:34
Lambda

Ordine de evaluare A
Tipuri

+ | Evaluare aplicativa (eager) — corespunde unei reduceri mai
degraba dreapta-stanga. Parametrii functiilor sunt evaluati inaintea
aplicarii functiei.

+ | Evaluare normali (/azy) — corespunde reducerii stanga-dreapta.
Parametrii functiilor sunt evaluati la cerere.

+ | Functie strictd — functie cu evaluare aplicativa.

+ | Functie nestricta — functie cu evaluare normala.

Introducere )-Expres

Evaluare 4o §1 TDA Racket vs. 1o 5o
cul Lambda



Ordine de evaluare A
In practica

@ Evaluarea aplicativa prezenta in majoritatea limbajelor: C, Java, Scheme,
PHP etc.

®|Exemp|u
(+ (+23) (x23)) = (+56) — 11

@ Nevoie de functii nestricte, chiar in limbajele aplicative: if, and, or etc.

@|Exemplu
Gf («23) (+23) (*x23)) = (<23) = # = (+23) =5

Evaluare

Tipuri de date A

Cum reprezentam datele? Cum interpretam valorile?

@ Putem reprezenta toate datele prin functii carora, conventional, le dam o
semnificatie abstracta.
=) | Exemplu
T =get AX.AY X F =gef AXAY.Y

@ Pentru aceste tipuri de date abstracte (TDA) cream operatori care
transforma datele in mod coerent cu interpretarea pe care o dam valorilor.
=% | Exemplu
not=ge AX.((x F) T)
(not T)—» (Ax.((x F) T) T)y» (T F) T)»F

uare 2 5i TDA

alcul Lambda

TDA Bool A

Implementarea operatorilor

@ if =get AC.AXAY.((C X) ¥)

@ and =g AXAYy.((X y) F)
o ((and T) a) = (AxAy.((x ¥
o ((and F) a) = ((Ax.Ay.((x y

@ Or =gt AXAY.(X T) y)
o ((or Ty a—=((AxAy(x T)y) T
o ((or F)y a)— ((AxAy.(x T) y) F) a)

@ not =ges AX.((X F) T)

e (not Y= (Ax(x F) TYT)=(T F) T)=F
o (not Fy-=(Ax((x FY TYF)-=((FF) T)=T
ere E Evaluare 2 5i TDA 5o

Limbajul lambda-0 si incursiune in TDA

Evaluare 20 5 TDA

A-Expresi

3:39
TDA Bool A
Specificare
.| T: — Bool
- Constructori: F.  Bool
not: Bool — Bool
Overatori: and: Bool? - Bool
oP “|or:  Bool? - Bool
if Bool x AxA— A
not: not(T)=F not(F)=T
 Axiome: and: and(T,a)=a and(F,a)=F
or: or(T,a)=T or(F,a)=a
if - if(T,a,b)=a if(F,a,b)=>b
Introducere A-Expresi Reducere Evaluare 9 $i TDA Racket vs 5o
Calcul Lambda
TDA Pair A

Implementare

@ Intuitie: pereche — functie ce asteapta selectorul, pentru a-l aplica
asupra membrilor

0 fst=gyet Ap.(p T)
o (fst ((pair a) b)) — (Ap.(p T) 2z.((z @) b)) = (rz.(za) b) T)—»((T a) b)—a

© snd =get Ap.(p F)
e (snd ((pair a) b)) — (Ap.(p F) Az.((z @) b)) — (Az.((z a) b) F)—
((F a)yby—b

@ pair =gef AXAY.AZ.((Z X) ¥)
o ((pair a) b) — (Ax.Ay.Az.((z x) y) a) b)—Az.((z a) b)

Introducere A-Expresi Reducere Evaluare A9 i TDA Racket vs.
Calcul Lambda

Limbajul 2q A
Scop

@ Am putea crea o masina de calcul folosind calculul 2 — masina de calcul
ipotetica;
@ Masina foloseste limbajul 1 = calcul lambda;

@ Programul — A-expresie;
+ Legari top-level de expresii la nume.

@ Datele — A-expresii;

@ Functionarea masinii — reducere — substitutie textuala
e evaluare normala;
o terminarea evaluarii cu forma normala functionala;
o se folosesc numai expresii inchise.

Introducere 1-Expresi Reducere Evaluare 19§ TDA Racket vs. 1o
Calcul Lambda

TDA Bool A

Implementarea constructorilor de baza

2 Intuitie bazat pe comportamentul necesar pentru if: selectia intre cele
doua valori

0 T =g AXAY.X

0 F=gyet AXAYy.y

Introducere 1-Expresi Reducere Evaluare 19§ TDA Racket vs. 1o
Calcul Lambda

TDA List si Natural

Implementare

@ ‘ Intuitie: lista — pereche (head, tail)
0 nil =ger AX.T
@ Cons =gyt pair
o ((cons e) L)— ((Ax.Ay.Az.((z x) y) e) L)y—=Az.((z e) L)
@ car =g fst cdr =qet SNd

Q ‘ Intuitie: numar — lista cu lungimea egala cu valoarea numarului
@ Zero =y nil
@ SUCC =ger AN.((cOns nil) n)

@ pred =y cdr
-vezisi [http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus#Encoding_datatypes]

Introducere 1-Expresi Reducere Evaluare 19§ TDA Racket vs. 1o
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Exemplu ‘@

Absenta tipurilor A

Chiar avem nevoie de tipuri? — Rolul tipurilor

@ Modalitate de exprimare a intentiei programatorului;
@ Documentare: ce operatori actioneaza asupra caror obiecte;

@ Reprezentarea particulara a valorilor de tipuri diferite:
1, “Hello”, #t etcC.;

@ Optimizarea operatiilor specifice;

@ Prevenirea erorilor;

Facilitarea verificarii formale;

aluare 2 5i TDA Racket vs .

Absenta tipurilor A

Consecinte pozitive

@ Flexibilitate sporita in reprezentare;

@ Potrivita in situatiile Tn care reprezentarea uniforma obiectelor, ca liste de
simboluri, este convenabila.

...vin cu pretul unei dificultati sporite in depanare, verificare si mentenanta

2 5i TDA

Combinator de punct fix A

mai multe la [nttp://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus#Recursion_and_fixed_points]

Fix = 2f.(Ax.(f (x x)) Ax.(f (X X)))
@ (Fix F) = (Ax.(F (x x)) Ax.(F (x x))) —
(F (Ax.(F (x X)) Ax.(F (x x)))) — (F (Fix F))
@ (Fix F) este un punct fix al lui F.

@ Fix se numeste combinator de punct fix.

@ length =4 (Fix Length) ~ (Length (Fix Length)) ~
AL.(if (null? L) zero (succ ((Fix Length) (cdr L))))

@ Functie recursiva, fara a fi textual recursiva!

2 5i TDA

Absenta tipurilor
Consecinte asupra reprezentarii obiectelor

A

@ Un numar, o listd sau un arbore, posibil desemnate de aceeasi valoare!

@ Valori si operatori reprezentati de functii, semnificatia fiind dependenta de

context.

@ Valoare aplicabila asupra unei alte valori — operator!

Introducere A-Expresi Reducere Evaluare 49 i TDA Racket vs.
Calcul Lambda

Recursivitate
Perspective asupra recursivitatii

- Cum realizam recursivitatea in g, daca nu avem nume de functii?
o Textuala: functie care se autoapeleaza, folosindu-si numele;

@ Semantica: ce obiect matematic este desemnat de o functie recursiva, cu

posibilitatea construirii de functii recursive anonime.

Introducere A-Expresi Reducere Evaluare 1o §i TDA Racket vs
Calcul Lambda

Racket vs. lambda-0

Introducere A-Expresi Ao §i TDA Racket vs. 4

Absenta tipurilor A

Consecinte asupra corectitudinii calculului

@ Incapacitatea Masinii Ade a
o interpreta semnificatia expresiilor;
e asigura corectitudinea acestora (dpdv al tipurilor).

@ Delegarea celor doua aspecte programatorului;
@ Orice operatori aplicabili asupra oricaror valori;

@ Constructii eronate acceptate fara avertisment, dar calcule terminate cu
e valori fara semnificatie sau
o expresii care nu sunt valori (nu au asociata o semnificatie), dar sunt
ireductibile

— instabilitate.
Introducere A-Expresii Reducere Evaluare A i TDA Racket vs. g

Calcul Lambda

Implementare length A
Problema

@ Lungimea unei liste:
length =g4e¢ AL.(if (null? L) zero (succ (length (cdr L))))

@ Cu ce inlocuim zona subliniatd, pentru a evita recursivitatea textuala?
(expresia pentru length nu este inchisal)

@ Putem primi ca parametru o functie echivalentd computational cu length?
Length =g AT L.(if (null? L) zero (succ (f (cdr L))))

o (Length length) = length — length este un punct fix al lui Length!

@ Cum obtinem punctul fix?

Introducere J-Expresi 19 i TDA Racket vs. 4y .
Racket vs. 1
Constructia expresiilor / sintaxa
A Racket
Variabild/nume X x
Functie Ax.corp (lambda (x) corp)
uncurry AX y.corp (lambda (x y) corp)
Aplicare (F A) (f a)
uncurry (F A1 A2) (f al a2)
Legare top-level - (define nume expr)
Program A-expresie colectie de legari
inchisa top-level (define)
Valori A-expresii / TDA valori de diverse
tipuri (numere, liste,
etc.)
Introducere J-Expresi Ao si TDA Racket vs. 1y -




Racket vs. 1
Mai precis

@ similar cu A, foloseste S-expresii (baza Lisp);

@ tipat — dinamic/latent
o variabilele nu au tip;

o valorile au tip (3, #£);

o verificarea se face la executie, in momentul aplicarii unei functii;
@ evaluare aplicativa;
@ permite recursivitate textuala;

@ avem legari top-level.

Racket vs. 2

3:56
Introducere
Introducere Variabile Evaluare Recursivitate Tipare 4:3
Programare functionald in Racket
Variabile (Nume) PP

Proprietéati generale ale variabilelor

: Proprietati
o identificator
o valoarea legata (la un anumit moment)
o domeniul de vizibilitate (scope) + durata de viata
o tip

: Stari
e declarata: cunoastem identificatorul
o definita: cunoastem si valoarea — variabila a fost legata

-Tn Racket, variabilele (numele) sunt legate static prin constructiile 1ambda, 1et,

let*, letrec Si define, Si sunt vizibile in domeniul constructiei unde au fost
definite (exceptie face define).

Introducere Variabile Evaluare Recursivitate Tipare is
Programare functionala in Racket

Cursul 4: Programare functionala in Racket A
Q Introducere
@ Legarea variabilelor
@ Evaluare
@ Constructia programelor prin recursivitate
@ Discutie despre tipare
Introducere Variabile Ev: Recursivitate Tipare 4
Programare functional in Racket
Analiza limbajului Racket A
Ce analizam la un limbaj de programare?
@ Gestionarea valorilor
e modul de tipare al valorilor
e modul de legare al variabilelor
o valorile de prim rang
@ Gestionarea executiei
o ordinea de evaluare (generare a valorilor)
o controlul evaluarii
e modul de constructie al programelor
Introducere Variabile Evall ecursiv Tipare is
Programare functionald in Racket
Legarea variabilelor PP

Definitii (1)

+ ‘ Legarea variabilelor — modalitatea de asociere a aparitiei unei
variabile cu definitia acesteia (deci cu valoarea).

- \ Domeniul de vizibilitate — scope — multimea punctelor din program
unde o definitie (legare) este vizibila.

Introducere Variabile E

e tec Tipare Y
nala in Racket

Programare fun

LISP (A

[(CC) BY-NC xkcd.com] [https://xkcd.com/224/]

LAST MIGHT X DRFTED OFF [| | AT ONCE, JUSTLIKE THEY SAID, T FELTA f{ TRULY, THIS WS
WHILE READING A LisPBook f{ i GREAT ENUGKTENMENT. TsAW THE NAKED ||  THE LANGLAGE
STRUCTURE 0F LisP CooE” UNFOLD BeFoRe ME-f{  FROM WHICH THE
= (GODS WROUGHT
THE INIVERSE.

’(@W

THE PATTERNS AND METAPATTERNS DANCED.
SHNTAY FADED, AND I SMAm INTHE PURITY OF
(QUAVTIFIED CONCEPTION. OF IDEAS MANIFEST.

T MeAV, OSTENSIBLY, YES.
HONESTLY, WE HACKED pgsT™
OF IT TOGETHER WiTH PERL.

SUDPENLY, I WAS BATHED
IN A SUFFUSION OF BLUE.

Introducere Variabile Evaluare Recursivitate Tipare P
Programare functionald in Racket
Legarea variabilelor
Introducere Variabile Evaluare Recursivitate Tipare 4:5
Programare functionald in Racket
Legarea variabilelor PP

Definitii (2)

+ ‘ Legare statica — Valoarea pentru un nume este legata o singura data,
la declarare, in contextul in care aceasta a fost definita. Valoarea depinde
doar de contextul static al variabilei.

@ Domeniu de vizibilitate al legarii poate fi desprins la compilare.

ar ‘ Legare dinamica - Valorile variabilelor depind de contextul de
executie Tn care o expresie este evaluata.

Introducere Variabile Evaluare Recursivitate Tipare ss
Programare functionala in Racket



Legarea variabilelor in Racket N Constructia 1ambda w Constructia lambda N
Definitie & Exemplu Semantica
@ Variabile definite in constructii interioare — legate static, local: o Leaga static parametrii formali ai unei functii @ Aplicatie:
@ lambda @ Sintaxa: 1 ((lambda (pl ... pn) expr)
o let 2 al ... an)
1 (lambda (pl ... pk ... pn) expr)
o lewx @ Evaluare aplicativa: se evalueaza argumentele ak, in ordine aleatoare (nu

@ Domeniul de vizibilitate al parametrului px: multimea punctelor din expr

(care este corpul functiei), puncte in care aparitia Iui px este libera. se garanteaza o anumitd ordine).

@ letrec

@ Se evalueaza corpul functiei, expr, tindnd cont de legarile

@ Variabile top-level — legate static, global: pk < valoare(ak).

© define @ Valoarea aplicatiei este valoarea lui expr, evaluatd mai sus.
Introducere Variabile Evaluare Recursivitate ipare 4:9 ntroducere Variabile Evaluare Recursivitate Tipare 4:10 Introducere Variabile Evaluare Recursivitate pare 411
Programare functionald in Racket Programare functionald in Racket Programare functionald in Racket

Constructia 1et A Constructia 1et* A Constructia letx A
Definitie, Exemplu, Semantica Definitie & Exemplu Semantica
@ Leaga static variabile locale 5 ] o
o Sintaxa: ° Lgaga_statlc variabile locale 1 (let* ((vi el) ... (vn en))
@ Sintaxa: 2 expr)
1 (let ( (vl e1l) ... (vk ek) ... (vn en) )
2 expr) 1 (let* ((vl el) ... (vk ek) ... (vn en))
] o o . 2 expr) echivalent cu
© Domeniul de vizibilitate a varlablle| vk (cu valoarea ek): multimea @ Scope pentru variabila vk = multimea punctelor din (et ((v1 e1))
punctelor din expr (corp let), in care aparitiile lui vk sunt libere. o restul legarilor (legari ulterioare) si , o
@‘ Exemplu @ COrp — expr 3 (let ((vn en))
(let ((x 1) (7 2) (+ x 2)) in care aparitiile lui vk sunt libere. 4 expr) ... )
. . . . Exemplu " . N .
- Atentie! Constructia (let ((v1 e1) ...(vn en)) expr) — echivalenti cu 8| ? o Evaluarea expresiilor ei se face n ordine!
((lambda (v1 ...vn) expr) el ...en) o (letx ((x 1) (y x))
2 (+ x 2))
Introducere Variabile Evaluare Recursivitate ipare 4:12 ntroducere Variabile Evaluare Recursivitate Tipare 4:13 Introducere Variabile Evaluare Recursivitate pare 4:14
Programare functionald in Racket Programare functionala in Racket Programare functionala in Racket
Constructia letrec w Constructia letrec w Constructia define N
Definitie Exemplu Definitie & Exemplu
5 ‘ . | @ Leaga static variabile top-level.
3 i iabhi xemplu )
@ Leaga static variabile locale B o Avantaje:
1 (letrec ((factorial o definirea variabilelor top-level in orice ordine
o Sintaxa: 2 (lambda (n) o definirea de functii mutual recursive
3 (if (zero? n) 1 = ” .
1 (letrec ((vl el) ... (vk ek) ... (vn en)) 4 (* n (factorial (- n 1))))))) @‘Deflnl@ueehlvalente.
2 expr) 5 (factorial 5)) 1 (define f1
2 (lambda (x)
. o o . o 3 (addl x)
@ Domeniul de vizibilitate a variabilei vk = multimea punctelor din intreaga 4 )
constructie, in care aparitiile lui vk sunt libere. 5
6 (define (£2 x)
7 (add1l x)
8 )
Introducere Variabile Evaluare Recursivitate ipare 4:15 ntroducere Variabile E Recursivitate Tipare 4:16 Introducere Variabile Evaluare Recursivitate pare 4:17

Programare functionala in Racket Programare functionala in Racket Programare functionala in Racket



Evaluare

Variabile Evaluare Recursivitate ipare 4:18
Programare functionala in Racket

Constructia programelor prin recursivitate

Introducere Variabile Evaluare Recursivitate ipare 4:21
Programare funcfionala in Racket

Recursivitate
Tipuri

@ pe stiva: factorial(n) = n« factorial(n—1)
o timp: liniar
e spatiu: liniar (ocupat pe stiva)
e dar, in procedural putem implementa factorialul in spatiu constant.

@ pe coada:
factorial(n) = fH(n,1)
fH(n,p) = fH(n—1,pxn), n>1; paltfel
o timp: liniar
@ spatiu: constant

@ beneficiu tail call optimization

Variabile Evaluare Recursivitate ipare 4.
Programare functionala in Racket

Evaluarea in Racket (A

@ Evaluare aplicativa: evaluarea parametrilor inaintea aplicarii functiei
asupra acestora (in ordine aleatoare).

@ Functii stricte (i.e.cu evaluare aplicativa)
o Exceptii: if, cond, and, or, quote.

troducere Variabile Evaluare Recursivitate Tipare P
Programare functionala in Racket

Recursivitate (A

@ Recursivitatea — element fundamental al paradigmei functionale
o Numai prin recursivitate (sau iterare) se pot realiza prelucrari pe date de
dimensiuni nedefinite.

@ Dar, este eficient sa folosim recursivitatea?
e recursivitatea (pe stiva) poate incarca stiva.

Recursivitate Tipare

troducere Variabile Eve
Programare functionala

Discutie despre tipare

Recursivitate Tipare

troducere Variabile Eve
Programare functionala

Controlul evaluarii

@ quote Sau ’
e functie nestricta
o intoarce parametrul neevaluat

@ eval

o functie stricta
o forteaza evaluarea parametrului si intoarce valoarea acestuia

=) ‘ Exemplu

(define sum '(+ 2 3))
sum ; '(+ 2 3)
(eval (list (car sum) (cadr sum) (caddr sum))) ; 5

Introducere Variabile Evaluare Recursivitate pare 40
Programare functionala in Racket -

Tail recursion

[(CC) BY-NC xkecd.com] [https://xked.com/1270/]

\WHY DO YU LIKE FUNCTIONAL
PROGRAMMING 50 MUCH? WHAT
DOES IT ACTUALLY GET YOU?

TAIL RECURSION 15

T

Alt text: Functional programming combines the flexibility and power of abs-
tract mathematics with the intuitive clarity of abstract mathematics.

Introducere Variabile Evaluare Recursivitate pare
Programare functionala in Racket

Tipuri Tn Racket

in Racket avem:
@ numere: 1, 2,1.5
@ simboli (literali): >abcd, >andrei
@ valori booleene: #t, #f
@ siruri de caractere: "sir de caractere"

@ perechi: (cons 1 2) = (1 . 2)
@ liste: (cons 1 (cons 2 *())) = *(1 2)

@ functii: (A (e £) (cons e £)) — #<procedure>
- Cum sunt gestionate tipurilor valorilor (variabilelor) la compilare (verificare)
si la executie?

Introducere Variabile Evaluare Recursivitate Tipare o
Programare functionala in Racket 0



Modalitati de tipare PP
- Rolul tipurilor: exprimare a intentiei programatorului, abstractizare,
documentare, optimizare, verificare
+ Tipare — modul de gestionare a tipurilor.
: Clasificare dupa momentul verificarii:
o statica
o dinamica
: Clasificare dupa rigiditatea regulilor:
o tare
o slaba
Introducere Variabile Evaluare Recursivitate Tipare -
Programare functionald in Racket
Tipare tare vs. slaba PP

Exemple

@ Clasificare dupa libertatea de a agrega valori de tipuri diferite.

@ Tipare tare

Exemplu

Exemplu ‘@

1 + "23" — Eroare (Haskell, Python)

Tipare slaba

1 + "23" = 24 (Visual Basic)
1+ "23" = "123" (JavaScript)

Introducere Variabile

Evaluare Recursivitate Tipare
Programare functionala in Racket

intarzierea evaluarii

intarzierea evaluarii

Cautare in spatiul starilor

4 in Racket

N

B Tipare dinamica

Exemplu

®

Exemplu

Exemplu ‘@

Tipare statica vs. dinamica PP

Exemplu

Javascript:
var x = 5;
if(condition) x = "here";
print(x); — ce tip are x aici?

Tipare statica

Java:
int x = 5;
if (condition)
x = "here"; — Eroare la compilare: x este int.
print(x);

troducere Variabile Ey

valuare Recursivitate Tipare
Programare functionala in Racket

Tiparea in Racket A

@ este dinamica

1 (if #t ’something (+ 1 #t)) — ’something
2 (if #f ’something (+ 1 #t)) — Eroare

@ este tare

1 (+ "1" 2) — Eroare

@ dar, permite liste cu elemente de tipuri diferite.

troducere Variabile Eve

valuare Recursivitate Tipare
Programare functionala in Racket

Motivatie A

De ce? — Luam un exemplu

Sa se implementeze functia nestricta prod, astfel incat al doilea parametru
sa fie evaluat doar daca primul este true:

@ prod(F.,y)=0
@ prod(T.y)=y(y+1)
Dar, evaluarea parametrului y al functiei sa se faca numai o singura data.

- Problema de rezolvat: evaluarea la cerere.

Intarzierea evaluarii Fluxur
Evaluare lenesé in Racket

Cautare in spatiul starilor

5:3

© ® N e o A N o

Tipare statica vs. dinamica PP
Caracteristici
! Tipare statica : Tipare dinamica
@ La compilare @ Larulare
@ Valori si variabile @ Doar valori
@ Rulare mai rapida @ Rulare mai lenta (necesita verificarea
tipurilor)
@ Rigida: sanctioneaza orice @ Flexibila: sanctioneaza doar cand
constructie este necesar
@ Debugging mai facil @ Debugging mai dificil
@ Declaratii explicite sau @ Permite metaprogramare (v. eval)
inferente de tip @ Python, Scheme/Racket, Prolog,
@ Pascal, C, C++, Java, Haskell JavaScript, PHP
Ir Variabile Evaluare Recursivitate Tipare
Programare functionald in Racket
Cursul 5: Evaluare lenesa in Racket A
@ intarzierea evaluarii
@ Fluxuri
@ cCautare lenesi in spatiul stérilor
Intarzierea evaluérii Cautare in spatiul starilor
Varianta 1 A

incercare — implementare directa

(define prod
(lambda (x y)
(if x (x y (+ y 1)) 0)))

(define test
(lambda (x)
(let ((y 5))
(prod x (and (display "y.") y)))))
(test #f)
(test #t)
Output: y 0 | y 30

@ Implementarea nu respecta specificatia, deoarece ambii parametri sunt

evaluati Tn momentul aplicarii

intarzierea evaluarii

Cautare in spafiul starilor
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Varianta 2

Incercare — quote & eval

(define prod
(lambda (x y)
(if x (* (eval y) (+ (eval y) 1)) 0)))

(define test
(lambda (x)
(let ((y 5))
(prod x (quote (and (display "y.") y))))))
(test #f)
(test #t)
Output: 0 | y undefined

@ x = #f — comportament corect: y neevaluat
@ x = #t — eroare: quote nNu salveaza contextul

Intarzierea evaluarii luxuri
Evaluare lenesa in Racket

Cautare in spafiul starilor

Inchideri functionale
Definitie

=F ‘inchidere functionala: functie care isi salveaza contextul, pe care il
va folosi, in momentul aplicarii, pentru evaluarea corpului.

- Notatie: inchiderea functiei f in contextul C — < f; C >

@‘ Exemplu
<AX.Z; {Z+2}>

Intarzierea evaluarii luxuri
Evaluare lenesa in Racket

Cautare in spafiul starilor

Promisiuni
Descriere

@ Rezultatul inca neevaluat al unei expresii
@ Valori de prim rang in limbaj

@ delay
@ construieste o promisiune;

o functie nestricta.

@ force
o forteaza respectarea unei promisiuni, evaluand expresia doar la prima
aplicare, si salvandu-i valoarea;

o incepand cu a doua invocare, intoarce, direct, valoarea memorata.

Intarzierea evaluarii luxuri
Evaluare lenesa in Racket

Cautare in spafiul stérilo

© ® N O o A N =

1

Contexte computationale A
Definitie

+ ‘Context computational Contextul computational al unui punct P,
dintr-un program, la momentul ¢, este multimea variabilelor ale caror
domenii de vizibilitate il contin pe P, la momentul ¢.

@ Legare staticd — multimea variabilelor care il contin pe P in domeniul
lexical de vizibilitate

@ Legare dinamica — multimea variabilelor definite cel mai recent, la
momentul ¢, si referite din P

Intarzierea evaluarii Fluxur
Evaluare lenesé in Racket

Cautare in spatiul starilor

Varianta 3 (A

incercare — inchideri functionale

(define prod
(lambda (x y)
(if x (x (y) (+ (y) 1)) 0))) ;5 (y)

(define test
(lambda (x)
(let ((y 85))
(prod x
(lambda () (and (display "y.") y))))))
(test #f)
(test #t)
Output: 0 | y y 30
@ Comportament corect: y evaluat la cerere (deci lenes)
@ x = #t — y evaluat de 2 ori — ineficient

Intarzierea evaluarii Fluxur
Evaluare lenesé in Racket

Cautare Tn spatiul starilor

Promisiuni (A
Proprietati

@ Salvarea contextului computational al expresiei a carei evaluare este
ntarziata si evaluarea ei ulterioara in acel context — asemanator cu
nchiderile functionale.

@ Salvarea rezultatului primei evaluari a expresiei.

@ Distingerea primei fortari de celelalte — efect lateral, dar acceptabil din
moment ce legarile se fac static — nu pot exista valori care se schimba
intre timp.

Intarzierea evaluarii Fluxur
Evaluare lenesé in Racket

Cautare in spatiul starilor

PR N
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Contexte computationale A
Exemplu

=) ‘ Exemplu Ce variabile locale contine contextul computational al punctului
P?

(lambda (x y)
(lambda (z)
(let ((x (car y)))
;L P

Intarzierea evaluarii Fluxuri
Evaluare lenesa in Racket

are in spatiul starilor

Varianta 4 (A

Promisiuni: delay & force

(define prod
(lambda (x y)
(if x (x (force y) (+ (force y) 1)) 0)))
(define test
(lambda (x)
(let ((y 5))
(prod x
(delay (and (display "y.") y))))))
(test #f)
(test #t)
Output: 0 | y 30
@ Rezultat corect: y evaluat la cerere, o singura data
— evaluare lenesa eficienta

intarzierea evaluarii Fluxuri
Evaluare lenesa

Cautare in spafiul starilor

Evaluare intarziata (A

Abstractizare a implementarii cu promisiuni
=) ‘ Continuare a exemplului cu functia prod

(define-syntax-rule (pack expr) (delay expr))

(define unpack force)

(define prod (lambda (x y)
(if x (x (unpack y) (+ (unpack y) 1)) 0)))
(define test (lambda (x)
(let ((y 5))
(prod x (pack (and (display "y.") y))) )))

- utilizarea nu depinde de implementare (am definit functiile pack Si unpack
care abstractizeaza implementarea concreta a evaluarii intarziate.

intarzierea evaluarii Fluxuri
Evaluare lenesa

Cautare in spafiul strilor
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1

Evaluare intarziata A
Abstractizare a implementarii cu inchideri

& ‘ Continuare a exemplului cu functia prod

(define-syntax-rule (pack expr) (lambda () expr) )
(define unpack (lambda (p) (p)))

(define prod (lambda (x y)
(if x (x (unpack y) (+ (unpack y) 1)) 0)))
(define test (lambda (x)
(let ((y 5))
(prod x (pack (and (display "y,") y))) )))

- utilizarea nu depinde de implementare (acelasi cod ca si anterior, altd
implementare a functionalitatii de evaluare intarziata, acum mai putin
eficientd).

intarzierea evaluarii are in spatiul stérilor

Evaluare 4 in Racket

Motivatie A
Observatii

@ Varianta 1 —iterativa (d.p.d.v. proces):
o eficientd, datorita spatiului suplimentar constant;
e ne-eleganta — trebuie sa implementam generarea numerelor.

@ Varianta 2 — foloseste liste:
o ineficientd, datorita spatiului posibil mare, ocupat la un moment dat — toate
numerele din intervalul [a, b].

o eleganta si concisa;
@ Cum imbinam avantajele celor 2 abordari? Putem stoca procesul fara a
stoca rezultatul procesului?
< ‘ — | Fluxuri

arzierea evalua Fluxuri Cautare in spatiul starilor -
Evaluare lenesa in Racket

Fluxuri (A

Operatori: constructie si selectie

@ cons, car, cdr, nil, null?

(define-syntax-rule (stream-cons head tail)
(cons head (pack tail))))

(define stream-car car)

(define stream-cdr (lambda (s)
(unpack (cdr s))))

(define stream-nil '())

(define stream-null? null?)

Intarzierea evaluarii Fluxuri
Evaluare lenesa in Racket

Cautare in spafiul stérilor

Fluxuri

Fluxuri
Evaluare lenesa in Racket

Fluxuri A
Caracteristici
@ Secvente construite partial, extinse la cerere, ce creeaza iluzia
completitudinii structurii;

o imbinarea elegantei manipulrii listelor cu eficienta calculului incremental;

@ Bariera de abstractizare:
e componentele listelor evaluate la constructie (cons)
o componentele fluxurilor evaluate la selectie (cdr)

@ Constructie si utilizare:
e separate la nivel conceptual — modularitate;
e intrepatrunse la nivel de proces (utilizarea necesita constructia concreta).

Fluxuri Cautare in spatiul starilor

. 5:18
Evaluare lenesd in Racket
Fluxuri — Exemple A
Implementarea unui flux de numere 1
@ Definitie cu Tnchideri:
(define ones (lambda () (cons 1 (lambda ()(ones)))))
@ Definitie cu fluxuri:
1+ (define ones (stream-cons 1 ones))
2 (stream-take 5 omes) ; (1 1 1 1 1)
@ Definitie cu promisiuni:
(define ones (delay (comns 1 ones)))
Fluxuri Céutare in spafiul starilor 5o

Evaluare lenesa in Racket

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
1

Motivatie (Al

Luam un exemplu

@\ Determinati suma numerelor pare! din intervalul [a, b].

(define even-sum-iter ; varianta 1
(lambda (a b)
(let iter ((n a)
(sum 0))
(cond ((> n b) sum)
((even? n) (iter (+ n 1) (+ sum n)))
(else (iter (+ n 1) sum))))))

(define even-sum-lists ; varianta 2
(lambda (a b)
(foldl + 0 (filter even? (interval a b)))))

1sta pentru o verificare potential mai complexd, e.g. numere prime
alurii Fluxuri Ca e
Evaluare lenes:

intar spaliul starilor

utare

Fluxuri A

& ‘ Intuitiv

@ o lista este o pereche;

@ explorarea listei se face prin operatorii car — primul element — si car —
restul listei;

@ am dori sd generam cdr algoritmic, dar la cerere.

(O =1TDD

car cdrunpacked cdr
intarzierea evaluari Fluxuri Cautare in spatiul starilor 510
Evaluare lenesa in Racket
Fluxuri — Exemple A
Flux de numere 1 — discutie
@ Ca proces:
(o] » O1@] - [TI[T]e]] -
@ Structural:
o Extinderea se realizeaza in spatiu constant:
(] [ [1]e]
Intarzierea evaluarii Fluxuri Cautare in spatiul starilor 5:22

Evaluare lenesa in Racket
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Fluxul numerelor naturale

Formulare explicita

A Fluxul numerelor pare
in dou3 variante

N

(define naturals-from (lambda (n)

(stream-cons n (naturals-from (+ n 1)))))

(define naturals (naturals-from 0))

(define naturals
(stream-cons 0

(stream-zip-with + ones naturals)))

- Atentie:

(define even-naturals
(stream-filter even? naturals))

(define even-naturals

o inchideri: multiple parcurgeri ale fluxului determina reevaluarea
portiunilor deja explorate.
@ Promisiuni: parcurgerea fluxului determina evaluarea dincolo de
portiunile deja explorate.

intarzierea evalurii

Fluxuri
Evaluare lenesa in Racket

Fluxul numerelor prime

Implementare

Fluxuri
Evaluare lenesa in Racket

Cautare in spafiul starilor 50 arzi

(define sieve (lambda (s)

(if (stream-null? s)

s

(stream-cons (stream-car s)
(sieve (stream-filter
(lambda (n) (not (zero?

(remainder n (stream-car s)))))

(stream-cdr s)
)))
)))

(define primes (sieve (naturals-from 2)))

ea evaluarii

Fluxuri
Evaluare lenesa in Racket

Specificarea unei probleme

Aplicatie pe Pal,

(stream-zip-with + naturals naturals))

Cautare in spatiul starilor

Cautare lenesa in spatiul starilor

Fluxur
Evaluare lenesa in Racket

Cautare in spafiul starilor

A Céutare in spatiul starilor

Cautare in spatiul starilor

5:24

@ Starea initiala: sirul vid

@ Operatorii de generare a starilor succesor ale unei stari: inserarea unui

caracter la inceputul unui sir dat

@ Operatorul de verificare a proprietatii de scop a unei stari: palindrom

intarzierea evalurii

luxuri
Evaluare lenesa in Racket

@ Spatiul starilor ca graf:
@ noduri: stari

e muchii (orientate): transformari ale starilor in stari succesor

@ Posibile strategii de cautare:
o latime: completa si optimala
e adancime: incompleta si suboptimala

aludri Fluxur
Evaluare lenesa in Racket

Cautare in spafiul stirilor - arzi

Cautare in spatiul starilor

5:30

Fluxul numerelor prime A
Metoda

@ Ciurul lui Eratostene.

@ Pornim de la fluxul numerelor naturale, incepand cu 2.

@ Elementul curent din fluxul initial apartine fluxului numerelor prime.
@ Restul fluxului generat se obtine

o eliminand multiplii elementului curent din fluxul initial;
e continuand procesul de filtrare, cu elementul urmator.

evaluarii Fluxuri are in spatiul starilor

Evaluare lenesa in Racket

Spatiul starilor unei probleme A

aF ‘ Spatiul starilor unei probleme Multimea configuratiilor valide din
universul problemei.

&) | Fie problema Paly: Sa se determine palindroamele de lungime cel putin n,
= | ce se pot forma cu elementele unui alfabet fixat.
g
© | Starile problemei — toate sirurile generabile cu elementele alfabetului res-
W pectiv.

Intarzierea evaluarii Fluxuri Cautare in spatiul stérilor 5:08

Evaluare lenesa
Céutare in latime A
Obisnuita

1 (define breadth-search-goal
2 (lambda (init expand goal?)
3 (letrec ((search (lambda (states)
4 (if (null? states) '()
5 (let ((state (car states)) (states (cdr states)))
6 (if (goal? state) state
7 (search (append states (expand state)))
8 3)))))
9 (search (list init)))))

@ Generarea unei singure solutii

@ Cum le obtinem pe celelalte, mai ales daca spatiul e infinit?

Intarzierea evaluarii Fluxuri Cautare in spatiul stérilor 5:31

Evaluare lenesa




1
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6
7
8
9

10
"

Cautare in latime (A
Lenesa (1) — fluxul starilor scop

(define lazy-breadth-search (lambda (init expand)
(letrec ((search (lambda (states)
(if (stream-null? states) states
(let ((state (stream-car states))
(states (stream-cdr states)))
(stream-cons state
(search (stream-append states
(expand state)))
1))
(search (stream-cons init stream-nil))

)))

Intarzierea evaluarii Cautare in spatiul stérilor

Evaluare Racket

Haskell »=

[(CC) BY-NC xked.com] [https://xkcd.com/1312/]

15 GUARBNTEED TO HAVE
No
BECAUSE NO ONE
LILL EVER RON IT7
/

Alt text: The problem with Haskell is that it's a language built on
lazy evaluation and nobody’s actually called for it.

Introducere Sint; Evaluare 6:2
Programare functional in Haskell
Paralela intre limbaje s
| Criteriu | Racket | Haskell |
Functii Curry sau uncurry Curry
Tipare Dinamica, tare (-liste) | Statica, tare
Legarga Statica Statica
variabilelor
Evaluare Aplicativa Normala (Lenesa)
Transferu_l Call by sharing Call by need
parametrilor
Efecte . )
set! Interzise

laterale

Introducere S Evaluare 6:5

Programare functionala in Haskell

Céutare in latime A
Lenesa (2)

(define lazy-breadth-search-goal
(lambda (init expand goal?)
(stream-filter goal?
(lazy-breadth-search init expand))

)

@ Nivel Tnalt, conceptual: separare intre explorarea spatiului si identificarea
stérilor scop.
@ Nivel scazut, al instructiunilor: intrepatrunderea celor doua aspecte.
@ Aplicatii:
o Palindroame
o Problema reginelor

Fluxur Cautare in spatiul starilor

- 5:33
Evaluare lenesa in Racket
Introducere
Introducere Si Evaluare 6:3
Programare functionala in Haskell
Sintaxa
ntroducere Sintaxa Evaluare 6:6

Programare functionala in Haskell
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Cursul 6: Programare functionala in Haskell »

@ Introducere

@ sintaxa

@ Evaluare

Programare functionala in Haskell

Haskell »=

[https://en.wikipedia.org/wiki/Haskell_(programming_language)]

@ din 1990;
@ GHC — Glasgow Haskell Compiler (The Glorious Glasgow Haskell
Compilation System)
o dialect Haskell standard de facto;
e compileaza in/folosind C;

@ Haskell Stack
@ nume dat dupa logicianul Haskell Curry;

@ aplicatii: Pugs, Darcs, Linspire, Xmonad, Cryptol, seL4, Pandoc, web

frameworks.
Introducere Sintaxa Evaluar 6:4
Programare functional in Haskell
Functii »
@ toate functiile sunt Curry;
@ aplicabile asupra oricator parametri la un moment dat.
=) ‘ Exemplu : Definitii echivalente ale functiei add:
addl = \x y -> x +y
add2 = \x -> \y -> x +y
add3 x y = X +y
result = add1l 1 2 -- echivalent, ((addl 1) 2)
result2 = add3 1 2 -- echivalent, ((add3 1) 2)
inc = addl 1
Introducere Sintaxa Evaluare 6:7

Programare functionala in Haskell
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Functii vs operatori )

@ Aplicabilitatea partiala a operatorilor infixati
@ Transformari operator — functie si functie — operator

@\ Exemplu Definitii echivalente ale functiilor add si inc:

add4 = +)
resultl = (+) 12
result2 = 1 ‘addd4‘ 2
inc1 = (1 +)
inc2 = (+ 1)
inc3 = (1 ‘add4 ‘)
inc4 = (fadd4‘ 1)
Introducere Sintaxa Evaluare 6:8
Programare functionala in Haskell
Evaluare
Introducere Sintaxa Evaluare 6:11
Programare functionala in Haskell
Pasi in aplicarea functiilor »=
Ordine

@ Pattern matching: evaluarea parametrilor suficient cat sa se constate
(ne-)potrivirea cu pattern-ul;

@ Evaluarea garzilor ( | );

@ Evaluarea variabilelor locale, la cerere (where, 1et).

Introducere Sintaxa Evaluare 6
Programare functionala in Haskell
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Pattern matching

@ Definirea comportamentului functiilor pornind de la structura parametrilor
— traducerea axiomelor TDA.

& ‘ Exemplu

adds 0 y

= y -- add5 1 2
adds (x + 1) y =

1 + addb x y

sumList [] = 0 -- sumList [1,2,3]
sumList (hd:tl) = hd + sumList tl

sumPair (x, y) = x +y -- sumPair (1,2)

sumTriplet (x, y, z@(hd:_)) = -- sumTriplet
x +y + hd + sumlist z .- (1,2,03,4,51)

Introducere Sintaxa Evaluare 6:9
Programare functionala in Haskell

Evaluare »=

@ Evaluare lenesa: parametri evaluati la cerere, cel mult o data, eventual
partial, in cazul obiectelor structurate

@ Transferul parametrilor: call by need
@ Functii nestricte!

@‘Exemplu

f (x, y) z = x + x

Evaluare:

f (2+3,3+5) (5+38)
— (2+3) + (2+3)

—+ 5+ 5 reutilizam rezultatul primei evaluari!
— 10 ceilalti parametri nu sunt evaluati
Introducere Sir m‘«r Evaluare 6:12
Programare functionald in Haskell
Pasi in aplicarea functiilor »=

Exemplu — revisited
%) ‘ executia exemplului anterior

evaluare pattern
evaluare prima garda

frontInterval 3 5
7?7 mnotNil xs

77 vhere necesar xs — evaluare where
77 xs = [3 .. 5]
77 — 3:[4 .. 5]
?? — notNil (3:[4 .. 5])

7?7  — True

— frontSum xs evaluare valoare garda

where
xs = 3:[4 .. 5] xs deja calculat
— 3:4:[5]

— frontSum (3:4:[5])
- 3 +4 =7

Introducere Sintaxa Evaluare 6
Programare functionala in Haskell
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List comprehensions »F

o Definirea listelor prin proprietatile elementelor, ca intr-o specificare
matematica

=) ‘ Exemplu

squares 1lst = [x » x | x <- 1st]
quickSort [] = (1
quickSort (h:t) = quickSort [x | x <- t, x <= h]
++ [h]
++ quickSort [x | x <- t, x > h]
interval = [0 .. 10]
evenInterval = [0, 2 .. 10]
naturals = [o ..]
Introducere Smtaxé 6:10
Programare functionala in Haskell
Pasi in aplicarea functiilor »F
Exemplu
@‘Exemplu
frontSum (x:y:zs) x +y
frontSum [x] = x
notNil [] = False
notNil (_:_) = True
frontInterval m n
| notNil xs = frontSum xs
| otherwise = n
where
xs = [m .. n]
Introducere Sir ,\'fi‘ Evaluare 6:13
Programare functionala in Haskell
Consecinte s
o Evaluarea partiala a structurilor — liste, tupluri etc.
o Listele sunt, implicit, vazute ca fluxuri!
@‘Exemplu
ones = 1 : ones
naturalsFrom n = n : (naturalsFrom (n + 1))
naturalsl = naturalsFrom 0
naturals?2 = 0 (zipWith (+) ones naturals2)
evenNaturalsl = filter even naturalsl
evenNaturals2 = zipWith (+) naturalsl naturals2
fibo = 0 : 1 (zipWith (+) fibo (tail fibo))
Introducere Sir Evaluare 6:16

Programare functionala in Haskell



oS N S

Cursul 7: Tipuri in Haskell

»=

@ Tipare

@ Sinteza de tip

@ DA

ipare

Tipuri

Exemple de valori

Tipuri in Haskel

»e

@‘ Exemplu
5

180
(+1)

[1,2,3]

(True, "Hello")
etc.

Integer

Char

Integer -> Integer

[Integer] -- liste de un singur tip !

(Bool, [Char])

@ Tipurile de baza sunt tipurile elementare din limbayj:
Bool, Char, Integer, Int, Float,
@ Reprezentare uniforma:

1 data Integer I -2 1 -1 101 1121
2 data Char = ’a’ | b | e’ |
Tipare s > tip TD/
Tipuri in Haskell
Sinteza de tip
ipare Sinteza de tip TDA

Tipuri in Haskell

Tipare

Tipare

Tipuri in Haskell

Constructori de tip »=

= tipuri noi pentru valori sau functii

@ Functii de tip, ce Tmbogatesc tipurile din limbaj.

=] ‘ Constructori de tip predefiniti

-- Constructorul de tip functie: ->

(-> Bool Bool) = Bool -> Bool

(-> Bool (Bool -> Bool)) = Bool -> (Bool -> Bool)

-- Constructorul de tip lista: []
([] Bool) = [Booll
([1 [Booll) = [[Booll]

-- Constructorul de tip tuplu: (,...,)
((,) Bool Char) = (Bool, Char)
((,,) Bool ((,) Char [Bool]) Bool)

= (Bool, (Char, [Booll), Bool)

Tipare Sinteza de tip TDA
Tipuri in Haskell

Sinteza de tip s

Definitie

+ ‘Sintezé de tip — type inference — Determinarea automata a tipului
unei expresii, pe baza unor reguli precise.
@ Adnotarile explicite de tip, desi posibile, nenecesare in majoritatea
cazurilor

@ Dependenta de:
o componentele expresiei
o contextul lexical al expresiei

@ Reprezentarea tipurilor — expresii de tip:
e constante de tip: tipuri de baza;
o variabile de tip: pot fi legate la orice expresii de tip;
o aplicatii ale constructorilor de tip pe expresii de tip.

Tipare Sinteza de tip TDA
Tipuri in Haskell

® N oA e N =

Tipuri PS

Pentru toate valorile (inclusiv functii)

@ Tipuri ca multimi de valori:
@ Bool = {True, False}
@ Natural = {0, 1, 2, ...}
@ Char = {’a’, ’b’, ’¢’, ...}

@ Rolul tipurilor (vezi cursuri anterioare);

@ Tipare statica:
o etapa de tipare anterioara etapei de evaluare;
e asocierea fiecarei expresii din program cu un tip;

@ Tipare tare: absenta conversiilor implicite de tip;

@ Expresii de:
@ program: 5, 2 + 3, x && (not y)
@ tip: Integer, [Char], Char -> Bool, a

Tipare TDA -
Constructori de tip »
Tipurile functiilor

@ Constructorul -> este asociativ dreapta:

Integer -> Integer -> Integer

= Integer -> (Integer -> Integer)
@‘Exemplu
addé :: Integer -> Integer -> Integer
add6 x y = x+y

(Integer -> Integer) -> Integer

fg = (g 3) + 1
idd iroa -> a -- functie polimorfica
idd x = x -- a: variebila de tip!

Tipare TDA -
Proprietati induse de tipuri s

+ ‘ Progres O expresie bine-tipata (careia i se poate asocia un tip):
@ este 0 valoare (nu este o aplicare de functie) sau
@ (este aplicarea unei functii si) poate fi redusa (vezi g-redex).

+ \ Conservare Evaluarea unei expresii bine-tipate produce o expresie
bine-tipata — de obicei, cu acelasi tip.

@ daca sinteza de tip pentru expresia E da tipul t, atunci dupa reducere,
valoarea expresiei E va fi de tipul t.

pare Sinteza de tip TDA
Tipuri in Haskell



Exemple de sinteza de tip s
Cateva reguli simplificate de sinteza de tip
e Forma: premlsajl e premléa—m (aume)
concluzie-1 ... concluzie-n
. V. HH E :tb
o Functie: — = * 2 APT (TLambda)
’ \Var -> Expr :: a -> b
. . E: 1 ->b E: 2 i
@ Aplicatie: PT 2 *PT 2 (TApp)
’ (Exprl Expr2) :: b
1:: L 2 :: I
o Operatorul +: =P~ ot Expr 2 (1)

Exprl + Expr2 :: Int

o Li il i
Literali intregi 0 Lz . o Im (TInt)
ipare Sinteza de tip TDA 7:10
Tipuri in Haskell
Exemple de sinteza de tip s
O functie ne-tipabila
@‘Exempluls
fx = (x x)
X i a (x x) :: b (TLambda)
f::a->b
x 1t c->d X i cC
(x x) ::d (Thpp)

Ecuatia ¢ -> 4 = ¢ nu are solutie (# tipuri recursive)
= functia nu poate fi tipata.

ipare Sinteza de tip TD/ s
Tipuri in Haskell
Unificare »=
Exemplu
=) ‘ Exemplu

@ Pentru a unifica expresiile de tip:
e ti1 = (a, [bl)
@ t2 = (Int, c)
@ putem avea substitutiile (variante):
@ S1 ={a + Int, b + Int, ¢ « [Int]}
@ 52 ={a + Int, c + [b] }
@ Forme comune pentru s1 respectiv s2:
@ t1/81 = t2/81 = (Int, [Intl)
@ t1/82 = t2/82 = (Int, [b])

+ | Most general unifier - MGU Cea mai generala substitutie sub care
formulele unifica. Exemplu: s2.

ipare Sinteza de tip TDA 7:16
Tipuri in Haskell

~
il

Exemple de sinteza de tip
Transformare de functie

%) ‘ Exemplul 1
fg=1(g3 +1
HH + 1 @
& 2 € 3 b (TLambda)
£ a->b
(g 3) :: Int 1 :: Int o
(g 3) +1:: Int
= b = Int
g::c->d 3::c
(TApp)
(g 3) ::d PP
=a=c¢ ->d, ¢ = Int, d = Int
=f :: (Int -> Int) -> Int
Tipare Sinteza de tip S
Tipuri in Haskell
Unificare »

Definitie

@ la baza sintezei de tip: unificarea — legarea variabilelor in timpul
procesului de sinteza, in scopul unificarii diverselor formule de tip
elaborate.

+ \ Unificare Procesul de identificare a valorilor variabilelor din 2 sau mai

multe formule, astfel incat substituirea variabilelor prin valorile asociate sa
conduca la coincidenta formulelor.

aF ‘ Substitutie O substitutie este o multime de legari variabila - valoare.

Tipare Sinteza de tip
Tipuri in Haskell

Tip principal »=

Exemplu si definitie

&) ‘ Exemplu

@ Tipurile:  t1 = (a, [b]) , t2 = (Int, c)
e MGU: s = {a « Int, ¢ + [bl}
o Tipuri mai particulare (instante): (Integer, [Integer]), (Integer, [Char]l),
etc
@ Functia: \x -> x
o Tipuri corecte:  Int -> Int , Bool -> Bool , a -> a

+ | Tip principal al unei expresii — Cel mai general tip care descrie
complet natura expresiei. Se obtine prin utilizarea MGU.

Tipare Sinteza de tip
Tipuri in Haskell

1

Exemple de sinteza de tip »F
Combinator de punct fix

@‘Exemplulz
fix £ = £ (fix f)
f::a : f (fix £) :: Db (TLambda)
fix :: a ->b
f::c->d (fix f) :: ¢
= (TApp)

(f (fix £)) :: d
=a=c¢->d, b=d

fix 11 e -> g f::e
(fix f) :: g

(TApp)
=a->b=e->g,a=e,b=g, c=g
= fix :: (c ->d) >b=(g->g) >g

pare Sintezé de tip TDA
Tipuri in Haske

Unificare »=
Conditii

@ O variabila de tip a unifica cu o expresie de tip E doar daca:
@ E = asau

@ E # aSiE nu contine a (occurrence check).
Exemplu: a unificd cub -> cdarnucua -> b.

@ 2 constante de tip unifica doar daca sunt egale;

@ 2 aplicatii de tip unifica doar daca implica acelasi constructor de tip si
argumente ce unifica recursiv.

Sinteza de tip TDA
Tipuri in Haske

TDA

pare Sir

Tipuri in
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Constructorul de tip Natural )
Exemplu de definire TDA 1

@‘ Exemplu

data Natural = Zero
| Succ Natural
deriving (Show, Eq)

unu = Succ Zero
doi = Succ unu
addNat Zero n = n

addNat (Succ m) n = Succ (addNat m n)

Tipare

TDA 7:19

Constructorul de tip Pair »

Comentarii

@ Constructor de tip: Pair
e polimorfic, binar;

@ genereaza un tip in momentul aplicarii asupra 2 tipuri.

@ Constructor de date: p, binar:

1 P :: a ->b -> Pair a b

Tipare Sir > tip
Tipuri in Haskell

Polimorfism »=

F ‘ Polimorfism parametric Manifestarea aceluiasi comportament pentru
parametri de tipuri diferite. Exemplu: id, Pair.

+ | Polimorfism ad-hoc Manifestarea unor comportamente diferite pentru
parametri de tipuri diferite. Exemplu: ==.

Motivatie Aplicatii clase

Constructorul de tip Natural s

Comentarii

@ Constructor de tip: Natural
@ nular;
e se confunda cu tipul pe care-| construieste.

@ Constructori de date:
@ Zero: nular
@ Succ: unar

@ Constructorii de date ca functii, dar utilizabile in pattern matching.

1 Zero Natural
2 Succ Natural -> Natural
Tipare Sinteza de tip TDA 200
Tipuri in Haskell
Cursul 8: Clase in Haskell »=
@ Motivatie

@ Clase Haskell

@ Aplicatii ale claselor

Motivatie Aplicatii clase 81
Motivatie »=
Exemplu

=) ‘ Exemplu

Sa se defineasca operatia show, capabila sa produca reprezentarea oricarui
obiect ca sir de caractere. Comportamentul este specific fiecarui tip
(polimorfism ad-hoc).

show 3 — "3"

show True — "True"

show ’a’ — "’a’"

show "a" — "\"a\""

Motivatie Aplicatii clase
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Constructorul de tip Pair
Exemplu de definire TDA 2

»=

=) ‘ Exemplu

data Pair a b =P ab
deriving (Show, Eq)

pairi = P 2 True
pair2 = P 1 pairi
myFst (P x y) = x
mySnd (P x y) = y
Tipare TDA o
Motivatie
Motivatie Aplicatii clase B
Motivatie »
Varianta 1 — Functii dedicate fiecarui tip
showBool True = "True"
showBool False = "False"
showChar ¢ = "N 4+ [c] 4+ Mo
showString s = TAMM 4+ s+ MMM
Motivatie Aplicatii clase

@



Motivatie »

Varianta 1 — Functii dedicate — discutie

@ Dorim sa implementdam functia showNeuLine, care adauga caracterul “linie
noud” la reprezentarea ca sir:

1 showNewLine x = (show...? x) ++ "\n"

@ showNewLine Nu poate fi polimorfica =- avem nevoie de showNewLineBool,
showNewLineChar etc.

@ Alternativ, trimiterea ca parametru a functiei show* corespunzatoare:

1 showNewLine sh x = (sh x) ++ "\n"

2 showNewLineBool = showNewLine showBool

@ Prea general, fiind posibila trimiterea unei functii cu alt comportament, in
masura in care respecta tipul.

Motivatie Aplicatii

Motivatie »

Varianta 2 — Supraincarcare — discutie (1)

@ Ce tip au functiile show, respectiv showNewLine?

1 show :: Show a => a -> String

2 showNewLine :: Show a => a -> String

Semnificatie: Daca tipul a este membru al clasei Show, (i.e. functia show
este definita pe valorile tipului a), atunci functiile au tipul a -> String.

@ Context: constrangeri suplimentare asupra variabilelor din tipul functiei:
Show a =>
Qhov a 77
context

@ Propagarea constrangerilor din contextul lui show catre contextul lui

showNewLine.
Motivatie Aplicatii clase 50
Clase Haskell vs. Clase in POO »
Haskell POO (e.g. Java)

@ Tipurile sunt multimi de valori; @ Clasele sunt multimi de obiecte

@ Clasele sunt multimi de tipuri; tipurile (instante);

aderd la clase; @ Interfetele sunt multimi de clase;

@ Instantierea claselor de catre tipuri clasele implementeaza interfete;
pentru ca functiile definite in clasa sa @ Implementarea interfetelor de catre
fie disponibile pentru valorile tipului; clase pentru ca functiile definite in

@ Operatiile specifice clasei sunt interfata sa fie disponibile pentru
implementate in cadrul declaratiei de instantele clasei;
instantiere. @ Operatiile specifice interfetei sunt

implementate Tn cadrul definitiei
clasei.

Motivatie Clase Haskell Aplicatii clase
Clase in Haskell

~
il

Motivatie

Cum putem obtine un comportament coerent?

@ intr-un limbaj care suporta supraincarcarea operatorilor / functiilor, as
defini cate o functie show pentru fiecare tip care suporta afisare (cum este
toString in Java)

@ dar cum pot defini in mod coerent tipul Iui showNewLine?
“showNewLine poate primi ca argument orice tip a supraincarcat functia show.”

= Clasa (multimea de tipuri) show, care necesita implementarea functiei show.

Motivatie

Aplicatii clase

Motivatie »

Varianta 2 — Supraincarcare — discutie

@ Contexte utilizabile si la instantiere:

1 instance (Show a, Show b) => Show (a, b) where
2 show (x, y) = "(" ++ (show x)

3 ++ ",u" ++ (show y)

4 4+ m)n

@ Tipul pereche reprezentabil ca sir doar daca tipurile celor doi membri
respecta aceeasi proprietate (datd de contextul Show).

Motivatie Aplicatii clase

8:10

Clase si instante s
Definiti

+ \Clasa — Multime de tipuri ce pot supraincarca operatiile specifice
clasei. Reprezinta o modalitate structurata de control asupra
polimorfismului ad-hoc. Exemplu: clasa Show, cu operatia show.

+ ‘ Instanta a unei clase - Tip care supraincarca operatiile clasei.
Exemplu: tipul Bool in raport cu clasa Show.

@ clasa defineste functiile suportate;

o clasa se defineste peste o variabila care std pentru constructorul unui tip;
@ instanta defineste implementarea functiilor.

Motivatie Clase Haskell Aplicatii clase

8:13
Clase in Haskell
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Motivatie »

Varianta 2 — Supraincarcarea functiei — functie polimorfica ad-hoc

@ Definirea multimii Show, a tipurilor care expun show

1 class Show a where

2 show :: a -> String

@ Precizarea apartenentei unui tip la aceastd multime (instanta adera la

clasa)
1 instance Show Bool where
2 show True = "True"
3 show False = "False"
4 instance Show Char where
5 show ¢ = "?" ++ [c] ++ ">"
= Functia shouNewLine polimorfica!
1 showNewLine x = show x ++ "\n"
Motivatie P
Clase Haskell
Clase Haskell Aplicatii clase P
Clase in Haskell -
Clase predefinite »=
Show, Eq

class Show a where
show :: a -> String

class Eq a where

(==), (/=) :: a -> a -> Bool
x /=y = mnot (x ==y)
X ==y = mnot (x /= y)

@ Posibilitatea scrierii de definitii implicite (v. liniile 6-7).

@ Necesitatea suprascrierii cel putin unuia din cei 2 operatori ai clasei Eq
pentru instantierea corecta.

Clase Haskell Aplicatii clase
Clase in Haskell
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Clase predefinite »=
Ord

class Eq a => Ord a where

(<), (=), =), )

i a -> a -> Bool

@ contextele — utilzabile si la definirea unei clase.

@ clasa 0rd mosteneste clasa Eq, cu preluarea operatiilor din clasa
mostenita.

@ este necesara aderarea la clasa Eq in momentul instantierii clasei ord.

@ este suficienta supradefinirea lui (<=) la instantiere.

Motivatie Clase Haskell
Clase in Haskell

Aplicafii ¢

invert ))\=

Problema

@ ‘ invert

Fie constructorii de tip:

data Pair a = P a a

data NestedList a
= Atom a
| List [NestedList a]

Sa se defineasca operatia invert, aplicabila pe valori de tipuri diferite, inclusiv
Pair a Si NestedList a, comportamentul fiind specific fiecarui tip.

Aplicatil clase

8:18
contents »=
Varianta 1a
class Container a where

contents :: a -> [a]
instance Container [x] where
contents = id
Testam pentru contents [1,2,3]:
@ Conform definitiei clasei:
1 contents Container [a] => [a] -> [[a]]
@ Conform supraincarcarii functiei (id):
1 contents Container [a] => [a] -> [a]
@ Ecuatia [a] = [[al] nu are solutie = eroare.
fotivat Aplicatii clase

4
2
3
4
5
6
7
8
9

10
1
12

1
2
3
4

Utilizarea claselor predefinite DS
Pentru tipuri de date noi

@ Anumite tipuri de date (definite folosind data) pot beneficia de
implementarea automata a anumitor functionalitati, oferite de tipurile
predefinite in Prelude:

@ Eq, Read, Show, Ord, Enum, Ix, Bounded.

1 data Alarm = Soft | Loud | Deafening
2 deriving (Eq, Ord, Show)

@ variabilele de tipul Al1arm pot fi comparate, testate la egalitate, si afisate.

Motivatie Aplicatii clase

invert ))\=

Implementare

class Invertible a where

invert a -> a

invert = id

instance Invertible (Pair a) where
invert (P x y) = P y x
instance Invertible a => Invertible (NestedList a) where
Atom (invert x)
List $§ reverse $ map invert x

invert (Atom x) =

invert (List x) =
instance Invertible a => Invertible [al] where

invert 1lst = reverse $ map invert lst
instance Invertible Int

@ Necesitatea contextului, in cazul tipurilor [a] si NestedList a, pentru
inversarea elementelor inselor.

kell Aplicatii clase
n Haskell

Motivatie

8:19

contents »=
Varianta 1b

class Container a where
::oa -> [b]
instance Container [x] where

contents

contents = id

Testam pentru contents [1,2,3]:
@ Conform definitiei clasei:

1 contents Container [a] => [a] -> [b]

@ Conform supraincarcarii functiei (id):

1 contents Container [al => [a]l -> [a]

@ Ecuatia [a] = [b] are solutie pentru a = b, dar tipul [a] -> [a] este
insuficient de general (prea specific) in raport cu [a] -> [b] = eroare!

Motivatie Aplicatii clase .

1
2

Aplicatii ale claselor

Aplicatii clase

contents ))\‘
Problema

@ ‘ contents

Sa se defineasca operatia contents, aplicabild pe obiecte structurate, inclusiv
pe cele apartinand tipurilor Pair a Si NestedList a, care intoarce elementele
din componenta, sub forma unei liste Haskell.

class Container a where

contents a -> [...7]

@ a este tipul unui container, e.g. NestedList b
@ Elementele listei intoarse sunt cele din container

@ Cum precizam tipul acestora (b)?

Aplicatii clase

contents ))\_'
Varianta 2

52 ‘Solutie clasa primeste constructorul de tip, si nu tipul container propriu-zis

© ® N o o s N =

11"

(rezultat dupa aplicarea constructorului) = includem tipul continut de
container in expresia de tip a functiei contents:

class Container t where

contents :: t a -> [a]
instance Container Pair where

contents (P x y) = [x, yl
instance Container NestedList where

contents (Atom x) = [x]

contents (Seq x) = concatMap contents x
instance Container [] where contents = id

Motivatie Aplicatii clase

8:23




Contexte »s
Cateva exemple

funl :: Eqa=>a->a->a->a
funl x y z = if x == y then x else z

fun2 :: (Container a, Invertible (a b),
Eq (a b)) => (a b) -> (a b) -> [b]
fun2 x y = if (invert x) == (invert y)
then contents x else contents y

fun3 :: Invertible a => [a] -> [a] -> [a]
fun3 x y = (invert x) ++ (invert y)

fun4 :: Ord a=>a ->a->a->a
fund x y z = if x == y then z else
if x > y then x else y

Aplicatil clase -

Caracteristici ale paradigmelor de programare

Caracteristici Variabile & valo Tipare Legarea variabilelor Evaluare 9:2

Concluzie - Paradigma Functionala

Paradigma de programare PP

Ce o defineste

-n principal, paradigma este definita de
@ elementele principale din sintaxa limbajului — e.g. existenta si
semnificatia variabilelor, semnificatia operatorilor asupra datelor, modul
de construire a programului;

@ modul de construire al tipurilor variabilelor;

@ modul de definire si statutul operatorilor — elementele principale de
prelucrare a datelor din program (e.g. obiecte, functii, predicate);

@ legarea variabilelor, efecte laterale, transparenta referentiala, modul de
transfer al parametrilor pentru elementele de prelucrare a datelor.

Caracteristici Variabile & valo Tipare Legarea variabilelor Evaluare 9

Concluzie — Paradigma Functionala

Contexte »=

Observatii

@ Simplificarea contextului lui fun3, de la Invertible [a] la Invertible a.

@ Simplificarea contextului lui fun4, de la (Eq a, Ord a) la 0rd a, din
moment ce clasa 0rd este derivata din clasa Eq.

Motivatie Aplicatii clase .

Paradigma de programare PP

Impact in scrierea unui program

@ Paradigma de programare — un mod de a:
e aborda rezolvarea unei probleme printr-un program;

o structura un program;
o reprezenta datele dintr-un program;
e implementa diversele aspecte dintr-un program (cum prelucram datele);

@ Un limbaj poate include caracteristici din una sau mai multe paradigme;
o 7n general exista o paradigma dominanta;

@ Atentie! Paradigma nu are legatura cu sintaxa limbajului!

Variabile & v vare Legarea variabilelor Evaluare
Caracteristici iabile & Tip g ariabil aluat 9:3

cluzie ~ Paradigma Funcionala

Variabile si valori de prim rang

Variabile & valori Tipare egarea variabilelor Evaluare B

. 6
Concluzie - Paradigma Functionala

Cursul 9: Concluzie — Paradigma Functionala PP

@ Caracteristici ale paradigmelor de programare
@ Variabile si valori de prim rang

@ Tipare a variabilelor

@ Legarea variabilelor

@ Modul de evaluare

Caracteristic Variabile

adigma Functionalad

Paradigma de programare PP
Legatura cu masina de calcul

@ paradigmele sunt legate teoretic de o masina de calcul in care
prelucrarile caracteristice paradigmei se fac la nivelul masinii;

@ dar putem executa orice program, scris in orice paradigma, pe orice
masina.

are

Caracteristici Variabile are
adigma Functional?

Variabile PP
Nume date unor valori

@ in majoritatea limbajelor exista variabile, ca NUME date unor valori —
rezultatul anumitor procesari (calcule, inferente, substitutii);

@ variabilele pot fi o referinta pentru un spatiu de memorie sau pentru un
rezultat abstract;

@ elementele de procesare a datelor pot sau nu sa fie valori de prim rang
(sa poata fi asociate cu variabile).

are

Caracteristici Variabile & valori are
igma Functionalz

Concluzie - Parz
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Exemplu

Exemplu ‘@

Functii ca valori de prim rang
Definitie

PP Functii ca valori de prim rang: Compose
c

PP Functii ca valori de prim rang:

+ ‘ Valoare de prim rang — O valoare care poate fi:
@ creata dinamic
@ stocata intr-o variabila
@ trimisa ca parametru unei functii
@ intoarsa dintr-o functie

@\ Sa se scrie functia compose, ce primeste ca parametri
alte 2 functii, £ si g, si intoarce functia obtinuta
prin compunerea lor, £ o g.

Variabile & valori Tipare Legarea variabilelor Evaluare

Concluzie - Paradigma Functionala

Functii ca valori de prim rang: Compose
Racket & Haskell

1 int compose(int (*f)(int), int (xg)(int), int x) {

2 return (*f) ((xg)(x));
3}

@ in C, functiile nu sunt valori de prim rang;

@ pot scrie o functie care compune doua functii pe o anumita valoare (ca

mai sus)

@ pot intoarce pointer la o functie existenta

Java
1 abstract class Func<U, V> {
2 public abstract V apply(U u);
3
4 public <T> Func<T, V> compose(final Func<T, U> f) {
5 final Func<U, V> outer = this;
6
7 return new Func<T, V>() {
8 public V apply(T t) {
9 return outer.apply(f.apply(t));
10 iy
1 3
12 }
13}

@ dar nu pot crea o referinta (pointer) la o functie noua, care sa fie folosit

apoi ca o functie obisnuita

stici Variabile & valori Tipare egarea variabilelor

@ Racket:

1 (define compose
2 (lambda (f g)
3 (lambda (x)
4 (f (g x)))))

@ Haskell:

1 compose = (.)

o In Racket si Haskell, functiile sunt valori de prim rang.

@ mai mult, ele pot fi aplicate partial, si putem avea functionale — functii

care iau alte functii ca parametru.

Variabile & valori Tipare Legarea var Evaluare

Concluzie - Paradigma Functionala

Tipare statica vs. dinamica
Exemplu

Evaluare

o in Java, functiile nu sunt valori de prim rang — pot crea rezultatul dar este

complicat, si rezultatul nu este o functie obisnuita, ci un obiect.

variabilelor Evaluare

Variabile & valori ipare

Tipare dinamica

Javascript:

var x = 5;

if (condition) x = "here";
print(x); — ce tip are x aici?

|
Tipare statica

Java:
int x = 5;
if (condition)
x = "here"; — Eroare la compilare: x este int.
print(x);

Caracteristic Evaluare

Variabile & valo Tipare Legarea variabilelor
Concluzie - Paradigma Functionala

98 Concluzie — Paradigma »\,mmmnn\é’ 99 Concluzie — Paradigma Functional:
PP Modalitati de tipare PP
- Rolul tipurilor: exprimare a intentiei programatorului, abstractizare,
documentare, optimizare, verificare
Tipare a variabilelor + | Tipare — modul de gestionare a tipurilor.
: Clasificare dupa momentul verificarii:
o statica
o dinamica
: Clasificare dupa rigiditatea regulilor:
o tare
o slaba
B Carz ci Tipare Legarea variabilelor Evaluare P Caracteristic Variabile & valor Tipare variabilelor Evaluare N
o cluzie — Paradigma Functionald o Concluzie — Paradigma Functional 9
PP Tipare statica vs. dinamica PP Tipare tare vs. slaba PP
Caracteristici Exemple
! Tipare statica ! Tipare dinamica o Clasificare dupa libertatea de a agrega valori de tipuri diferite.
@ La compilare @ Larulare & Tipare tare
@ Valori si variabile @ Doar valori 2 |1 + 23" — Eroare (Haskell, Python)
@ Rulare mai rapida @ Rulare mai lenta (necesita verificarea =
tipurilor) L%)
@ Rigida: sanctioneaza orice @ Flexibila: sanctioneaza doar cand
constructie este necesar . .
@ Debugging mai facil @ Debugging mai dificil B Tipare slaba
@ Declaratii explicite sau @ Permite metaprogramare (v. eval) g_ 1 + "23" = 24 (Visual Basic)
inferente de tip @ Python, Scheme/Racket, Prolog, £ |1+ "23" = "123" (JavaScript)
@ Pascal, C, C++, Java, Haskell JavaScript, PHP 1
9:14 Car ci Tipare egarea variabilelor Evaluare 9:15 Caracteristici Variabile & valor Tipare variabilelor Evaluare 1

cluzie ~ Paradigma Functionala

Concluzie — Paradigma Functional




Legarea variabilelor PP

Impactul asupra programului

-doua posibilitati esentiale:
@ un nume este intotdeauna legat (intr-un anumit context) la aceeasi
valoare / la acelasi calcul = numele sta pentru un calcul;

Legarea variabilelor o legare statica.

@ un nume (aceeasi variabila) poate fi legat la mai multe valori pe parcursul
executiei = numele sta pentru un spatiu de stocare — fiecare element de
stocare fiind identificat printr-un nume;

o legare dinamica.

Caracteristici Variabile & valo Tipare Legarea variabilelor Evaluare 5 17 ci v Tipare Legarea variabilelor Evaluare 518
Concluzie — Paradigma Functionald Concluzie — Paradigma Functionala -

Efecte laterale (side effects) PP Efecte laterale (side effects) PP
Consecinte Consecinte asupra programarii lenese
@‘ In expresia x-- + ++x, cux = 0 o in prezenta efectelor laterale, programarea lenesa devine foarte dificila;

@ evaluarea stanga — dreapta produce 0 + 0 = 0

@ evaluarea dreapta — stadnga produce 1 + 1 = 2 @ Efectele laterale pot fi gestionate corect numai atunci cand secventa

@ daci inlocuim cele doua subexpresii cu valorile pe care le reprezint3, evaluarii este garantata — garantie inexistenta in programarea lenesa.

obtinem e nu stim cand anume va fi nevoie de valoarea unei expresii.

x+ (x+1)=0+1=1
@ Importanta ordinii de evaluare!

@ Dependente implicite, putin lizibile si posibile generatoare de bug-uri.

Caracteristici Variabile & valo Tipare Legarea variabilelor Evaluare 520 Caracf ci Tipare Legarea variabilelor Evaluare 901
Concluzie — Paradigma Functionald N cluzie — Paradigma Functionald
Transparenta referentiald PP Transparenta referentiala PP
Pentru functii Avantaje
+| Functie transparent referential: rezultatul intors depinde exclusiv de o Lizibilitatea codului;
parametri.
@‘ Exemplu @ Demonstrarea formala a corectitudinii programului — mai usoara datorita
int g - 0; lipsei starii;
int tramsparent (int x) { int opaque(int x) { @ Optimizare prin reordonarea instructiunilor de catre compilator si prin
return x + 1; return x + ++g; .
caching;
} }
° - 1= ol . P s
OPaqu?.(s) opaque (3) 0 @ Paralelizare masiva, prin eliminarea modificarilor concurente.
@ Functii transparente: log, sin etc.
@ Functii opace: time, read etc.
Caracteristici Variabile & valo Tipare Legarea variabilelor Evaluare 503 Caracf ci Tipare Legarea variabilelor Evaluare -

Concluzie — Paradigma Functionala cluzie — Paradigma Functionald

Efecte laterale (side effects) PP
Definitie

B |Exemplu [n expresia2 + (i = 3), subexpresia (i = 3):

@ produce valoarea 3, conducand la rezultatul 5 al intregii expresii;
@ are efectul lateral de initializare a lui i cu 3.

+ \ Efect lateral Pe langa valoarea pe care o produce, o expresie sau o
functie poate modifica starea globala.

@ Inerente in situatiile in care programul interactioneaza cu exteriorul — 1/0!

Variabile & valor ipare Legarea variabilelor Evaluare

Concluzie — Paradigma Functionald

Transparenta referentiala PP
Pentru expresii

aF ‘ Transparenta referentiala Confundarea unui obiect (“valoare”) cu
referinta la acesta.

+ | Expresie transparent referential: posed& o unica valoare, cu care poate
fi substituita, pastrand semnificatia programului.
=) ‘ Exemplu

@ x-- + ++x — nu, valoarea depinde de ordinea de evaluare
@ x = x + 1 — nu, doud evaluari consecutive vor produce rezultate diferite
@ x — ar putea fi, In functie de statutul lui x (globald, statica etc.)

Caracteristici Variabile & valor ipare Legarea variabilelor Evaluare
Concluzie — Paradigma Functionala

Modul de evaluare

variabilelor Evaluare

Caracteristic Variabile & valor ipare

Concluzie — Paradigma Functional




Evaluare PP

Mod de evaluare si executia programelor

@ modul de evaluare al expresiilor dicteaza modul in care este executat
programul;

@ este legat de functionarea masinii teoretice corespunzatoare paradigmei;
@ ne intereseaza in special ordinea in care expresiile se evalueaza;

@ in final, intregul program se evalueaza la o valoare;

@ important in modul de evaluare este modul de evaluare / transfer a
parametrilor.

Variabile & valo Tipare
Concluzie - Para

Legarea variab Evaluare 506
ma Functionala

Call by sharing PP

in evaluarea aplicativa

@ Varianta a call by value;

@ Trimiterea unei referinte la obiect;

@ Modificari locale asupra referintei invizibile la apelant;

@ Modificari locale asupra obiectului referit vizibile la apelant;

@ Racket, Java;

Caracteristic Variabile & valo Tipare
Concluzie - Para

Legarea variabilelor Evaluare
ma Functionala

Call by need PP

in evaluarea normala

@ Varianta a call by name;
@ Evaluarea unui parametru doar la prima utilizare a acestuia;

@ Memorarea valorii unui parametru deja evaluat si returnarea acesteia in
cazul utilizarii repetate a aceluiasi parametru (datorita transparentei
referentiale, o aceeasi expresie are intotdeauna aceeasi valoare) —
memoizare;

@ in Haskell.

Caracteristic Variabile & valo Tipare

Concluzie - Para

Legarea variabilelor Evaluare

9:82
ma Functionald

Transferul parametrilor PP

@ Evaluare aplicativa — parametrii sunt evaluati inainte de evaluarea
corpului functiei.
o Call by value
o Call by sharing
o Call by reference

@ Evaluare normald — functia este evaluata fara ca parametrii sa fie evaluati
fnainte.
e Call by name
e Call by need

Tipare egarea

ci Variabile & L
Soncluzie ~ Paradigma Funcfionala

Evaluare 9:27

Call by reference PP

in evaluarea aplicativa

@ Trimiterea unei referinte la obiect;

@ Modificari locale asupra referintei si obiectului referit vizibile la apelant;

@ Folosirea “&” in C++.

Tipare Legarea variabilelor Evaluare

. 9:30
cluzie ~ Paradigma Funcfionala

Cursul 10: Logica cu predicate de ordinul | PVP

@ Logica propozitionala

@ Evaluarea valorii de adevar

@ Logica cu predicate de ordinul intai
@ LPOI - Semantica

@ Forme normale

@ Unificare si rezolutie

Logica propozitionald Evaluare LPOI LPOI-S ntica Forme normale Unificare si rezolutie

Logica cu predicate de ordinul |

Call by value PP
In evaluarea aplicativa

@‘Exemplu

1 // C sau Java 1 //C

2 void f(int x) { 2 void g(struct str s) {

3 x = 3; 3 s.member = 3;

4 3 4}

- Efectul liniilor 3 este invizibil la apelant.

@ Evaluarea parametrilor inaintea aplicatiei functiei si transferul unei copii a
valorii acestuia

@ Modificari locale invizibile la apelant
@ C, C++, tipurile primitive Java

Evaluare

ipare

Concluzie — Paradigma Functionald

N
8

Call by name PP

in evaluarea normala

@ Argumente neevaluate in momentul aplicarii functiei — substitutie directa
(textuald) Tn corpul functiei;

@ Evaluare parametrilor la cerere, de fiecare data cand este nevoie de
valoarea acestora;

@ in calculul 1.

Caracteristici Variabile ipare Evaluare

cluzie — Paradigma Functionala

LOgiCé PVP

@ formalism simbolic pentru reprezentarea faptelor si rationament.
@ se bazeaza pe ideea de valoare de adevar — e.g. Adevdrat sau Fals.

@ permite realizarea de argumente (argumentare) si demonstratii —
deductie, inductie, rezolutie, etc.

Logica propozitionala ~ Evaluare ~ LPO| LPOI-Semantics  Forme normale  Unificare si rezolutie

10:2
Logica cu predicate de ordinul |




Logica propozitionala

Logica propozifionala  Evaluare  LPOI  LPO

tica Forme normale
de ordinul |

Logica propozitionala PVP
Semantica

@ Scop: dezvoltarea unor mecanisme de prelucrare, aplicabile independent
de valoarea de adevar a propozitiilor intr-o situatie particulara.

@ Accent pe relatiile intre propozitile compuse si cele constituente.

@ Pentru explicitarea propozitiilor — utilizarea conceptului de interpretare.

Logica propozitionala Evaluare LPOI LPOI — Semantica Forme normale Unificare si rezolutie 10:6
Logica cu predicate de ordinul |
Semantica PVP
Propozitii compuse (2)
o false daci o = true si B! = false
o Implicatie: = ”
plicatie: (o = B) { true  altfel
@ Echivalenta:
true dacda=p8 A B=a
I_
(@< h) 7{ false altfel
Logica propozitionala Evaluare LPOI LPO nantica Forme normale Unificare si rezolutie 10:9

ordinul |

Logica propozitionala PVP
Context si elemente principale

@ Cadru pentru:

e descrierea proprietatilor obiectelor, prin intermediul unui limbaj, cu o
semantica asociata;

o deducerea de noi proprietati, pe baza celor existente.
@ Expresia din limbaj: propozitia, corespunzatoare unei afirmatii, ce poate fi
adevarata sau falsa.
@ Exemplu: “Afara este frumos.”
@ Acceptii asupra unei propozitii:
e secventa de simboluri utilizate sau
o intelesul propriu-zis al acesteia, intr-o interpretare.

Logica propozifionala  Evaluare Forme normale  Unificare

Semantica PVP
Interpretare

Exemplu ‘@

+ ‘Interpretare Multime de asocieri intre fiecare propozitie simpla din
limbaj si o valoare de adevar.

Interpretarea /: Interpretarea J:
e p' = false o p’ =true
e q'=true e g/ =true
o rl = false o r/=true

@ cum stiu daca p este adevarat sau fals? Pot sti daca stiu interpretarea —
p este doar un nume pe care il dau unei propozitii concrete.

Logica propozitionald Evaluare LPOI LPOI - Semantica Forme normale Unificare si rezolutie 0.7
Logica cu predicate de ordinul |
Evaluarea valorii de adevar
Logica propozitionala Evaluare LPOI LPO antica Forme normale Unificare si rezolutie 10:10

e de ordinul |

Exemplu ‘@

Logica propozitionala PVP
Sintaxa

@ 2 categorii de propozitii
o simple — fapte atomice: “Afara este frumos.”

e compuse — relatii ntre propozitii mai simple: “Telefonul suna si céinele
latra.”

@ Propozitii simple: p.q,r,...
@ Negatii: —a

@ Conjunctii: (aAB)

@ Disjunctii: (a Vv p)

o Implicatii: (a = B)

@ Echivalente: (a < B)

Logica propozifionald ~ Evaluare

Semantica Forme normale Unificare si rezolutie

Semantica PVP
Propozitii compuse (1)

@ Sub o interpretare fixata — dependenta valorii de adevar a unei propozitii
compuse de valorile de adevar ale celor constituente

. / true  daca o = false
© Negatie: (2a)' =\ fse  alfel
frue daca o = true si B! = true

@ Conjunctie: (a/\ﬁ)’:{ false  altfol

false daca of = false si B! = false

isi e I
@ Disjunctie: (a Vv B) 7{ true  altfel

Logica propozifionala  Evaluare  LPO LPOI - Semantica  Forme normale Unificare si rezolutie
Logica cu predicate de ordinul |

Evaluare PuP
Cum determindm valoarea de adevar?

IS \ Evaluare Determinarea valorii de adevar a unei propozitii, sub o
interpretare, prin aplicarea regulilor semantice anterioare.

@ Interpretarea /:
o p' =false
e q'=true
o rl =false
@ Propozitia: ¢ = (pAQ)V(qg=T)
0! = (false A true) v (true = false) = false false = false

Logica propozitionala ~ Evaluare  LPO| LPOI - Semanticz Forme normale Unificare si rezolutie

10:11
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Valoarea de adevar in afara interpretarii PVP
Satisfiabilitate, Valididate, Nesatisfiabilitate

+ \ Satisfiabilitate Proprietatea unei propozitii care este adevarata sub
cel putin o interpretare. Acea interpretare satisface propozitia.

+ \ Validitate Proprietatea unei propozitii care este adevarata in toate
interpretarile. Propozitia se mai numeste tautologie.

B |Exemplu Propozitia pv -p este valida.

+ \ Nesatisfiabilitate Proprietatea unei propozitii care este falsa in toate
interpretarile. Propozitia se mai numeste contradictie.

) | Exemplu Propozitia pA-p este nesatisfiabila.

capropozifionala  Evaluare  LPOI  LPC
Logica cu pre

Derivabilitate PVP
Verificare

@ Verificabila prin metoda tabelei de adevar: toate intrarile pentru care
premisele sunt adevarate trebuie sa induca adevarul concluziei.

Demonstram ca {p,p= g} = q.

P p=q

@ true true
2 true false
E false true

|.% false true

Singura intrare in care ambele premise, p si p = g, sunt adevarate, preci-
zeaza si adevarul concluziei, g.

Logica propozifionala ~ Evaluare  LPOI
Logica cu

Inferenta PVP
Definitie

+ ‘ Inferenta — Derivarea mecanica a concluziilor unui set de premise.

F ‘ Regula de inferenta — Procedura de calcul capabila sa deriveze
concluziile unui set de premise. Derivabilitatea mecanica a concluziei ¢ din
multimea de premise A, utilizand regula de inferenta inf, se noteaza

Atips 9-

a=p
B ‘ Modus Ponens (MP) : o
o=
@‘Modus Tollens : -B
-0

ropozitionala  Evaluare  LPOI
Logica cu pre

Valoarea de adevar in afara interpretarii
Metoda tabelei de adevar

PVP Derivabilitate PVP
Definitie

%) ‘ Metoda tabelei de adevar

4 q r | (prg)v(g=r)
true | true | true true
true | true | false true
true | false | true true
true | false | false true
false | true | true true
false | true | false false
false | false | true false
false | false | false false

= Propozitia (pAq) Vv (q = r) este satisfiabila.

Logica propozitionala Evaluare LPOI LPO
Logica cu pre

te de ordinul |

Derivabilitate
Formuldri echivalente

Semantica Forme normale Unificare si rezolutie

+ ‘ Derivabilitate logica Proprietatea unei propozitii de a reprezenta
consecinta logica a unei multimi de alte propozitii, numite premise.
Multimea de propozitii A deriva propozitia ¢ (A = ¢) daca si numai daca
orice interpretare care satisface toate propozitiile din A satisface si ¢.

B| o {ppvq

° {p.qEpAq
o {ptEpPrg
° (p.p=0qikg

Exemplu

capropozifionala  Evaluare  LPO LPOI - Semanticas  Forme normale Unificare si rezoluie
Logica cu predicate de ordinul |

10:13 og

PVP Inferenta PvP
Motivatie

® {¢1,....¢n} = ¢

sau

@ Propozitia ¢; A... A9 = ¢ este valida

sau

@ Propozitia ¢4 A...A¢nA—¢ este nesatisfiabila

Logica propozifionala  Evaluare ~ LPO
Log

te de ordinul |

Inferenta
Proprietati ale regulilor

mantica Forme normale Unificare si rezolutie

@ Cresterea exponentiald a numarului de interpretari in raport cu numarul
de propozitii simple.

@ De aici, diminuarea valorii practice a metodelor semantice, precum cea a
tabelei de adevar.

@ Alternativ, metode sintactice, care manipuleaza doar reprezentarea
simbolica.
o Inferenta — Derivare mecanica — demers de calcul, in scopul
verificarii derivabilitatii logice.

o folosind metodele de inferenta, putem construi o masina de calcul.

0 Logica propozifionala  Evaluare  LPO LPOI
Logica cu predi

Semantica Forme normale Unificare si rezolutie
e de ordinul |

+ ‘Consistenté (soundness) - Regula de inferentd determind numai

propozitii care sunt, intr-adevar, consecinte logice ale premiselor.

Abprd=AE¢.

Logica cu predicate de ordinul intai

+ \ Completitudine (completeness) — Regula de inferenta determina

toate consecintele logice ale premiselor. A = ¢ = A b ¢.

@ Ideal, ambele proprietati — “nici Tn plus, nici in minus” — A = ¢ < Ajpr ¢
@ Incompletitudinea regulii Modus Ponens, din imposibilitatea scrierii

oricarei propozitii ca implicatie.

Logica propozifionala  Evaluare Forme normale  Unificare s

antic? Forme normale Unificare si rezolutie
e de ordinul |




Logica cu predicate de ordinul | PVP
First Order Predicate Logic (FOL sau FOPL) — Context

@ Extensie a logicii propozitionale, cu explicitarea:
e obiectelor din universul problemei;
o relatiilor dintre acestea.
@ Logica propozitionala:
e p: “Andrei este prieten cu Bogdan.”
@ q: “Bogdan este prieten cu Andrei.”
o p« q — pot sti doar din interpretare.
— Opacitate in raport cu obiectele si relatiile referite.

@ FOPL:
o Generalizare: prieten(x,y): “x este prieten cu y.”
e Vx.Vy.(prieten(x.,y) < prieten(y,x))
— Aplicare pe cazuri particulare.
— Transparenta in raport cu obiectele si relatiile referite.

Logica propozifionala ~ Evaluare  LPOI
Logica cu

tica Forme normale Unificare
ordinul |

Sintaxa puP
Atomi

ar \ Atomi (relatii): atomul p(t,...,n), unde p este un predicat n-ar si t;,...,t
sunt termeni.

@‘Exemple

@ impar(3)

@ varsta(ion,20)
@ =(+(2,3),5)

Logica propozifionalda ~ Evaluare  LPOI  LPO

— Semantica Forme normale Unificare si rezolutie
te de ordinul |

LPOI — Semantica

Logica propozifionala ~ Evaluare ~ LPOI  LPOI—Semanticd  Forme normale  Unificare si rezolutie
Logica cu predicate de ordinul |

Sintaxa PP
Simboluri utilizate

e + \ Constante — obiecte particulare din universul discursului: ¢, d,
andrei, bogdan, . ..

+ \ Variabile — obiecte generice: x, y, ...

+ ‘ Simboluri functionale — succesor, +, abs ...

+ | Simboluri relationale (predicate) — relatii n-are peste obiectele din
universul discursului: prieten = {(andrei,bogdan), (bogdan, andrei),...},
impar={1,3,...}, ...

° +‘00nectori logici —, A, v, =, <

+ | Cuantificatori v, 3

antica Forme normale Unificare
e ordinul |

Logica propozifionali ~ Evaluare  LPOI  LPO

10:22

Sintaxa PP
Propozitii

+ ‘ Propozitii (fapte) — daca x variabila, A atom, si « si B propozitii, atunci o
propozitie are forma:
@ Fals, Adevarat: 1, T

@ Atomi: A
@ Negatii: -~a
@ Conectori: aAB, a =B, ...

@ Cuantificari: vx.a, 3x.a

Logica propozitionala Evaluare LPOI LPOI — Semantica Forme normale Unificare si rezolutie
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Semantica PVP
Interpretare
+ |Interpretarea consti din:

@ Un domeniu nevid, D, de concepte (obiecte)

@ Pentru fiecare constanta ¢, un element ¢/ € D

@ Pentru fiecare simbol functional, n-ar f, o functie f': D" — D

@ Pentru fiecare predicat n-ar p, o functie p’ : D" — {false, true}.

Logica propozitionala Evaluare LPOI LPOI — Semantica Forme normale Unificare si rezolutie 10: 28
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Sintaxa PP
Termeni

+ | Termeni (obiecte):
@ Constante;

@ Variabile;

o Aplicatii de functii: f(t;,...,t), unde f este un simbol functional n-ar si
ty,...,tn sunt termeni.

&) ‘ Exemple
o succesor(4): succesorul lui 4, si anume 5.

e +(2,x): aplicatia functiei de adunare asupra numerelor 2 si x, si, totodata,
suma lor.

Logica propozifionala  Evaluare Forme normale Unificare si rezolutie
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Sintaxa PP
Exemplu

Exemplu ‘@

“Tatal loanei are un prieten destept”

. t'ermen
3X. prieten( \)ﬁ, ,tata(ioana)) A destept(X)
N——— N———

termen termen atom/propozitie

atom/propozitie

propozitie

Semanticz Forme normale Unificare si rezolutie
de ordinul |
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Logica cu predicate

Semantica PVP
Elemente

o Atom:

Pt tn) =PI, th)
@ Negatie, conectori, implicatii: v. logica propozitionala
@ Cuantificare universala:

5 /-
false daca3deD.ay, = false

vx.a) =
(vx.a) true  altfel

@ Cuantificare existentiala:
5 -
(Gx.a) = true daca3ideD. g/x) = true
false altfel

Logica propozitionala Evaluare LPOI LPOI — Semantica Forme normale Unificare si rezolutie

10:29
Logica cu predicate de ordinul |



Semantica PVP
Cuantificatori

=) ‘ Exemple cu cuantificatori

@ “Vrabia malai viseaza." vx.(vrabie(x) = viseaza(x, malai))

@ “Unele vrabii viseaza malai.” 3x.(vrabie(x) A viseaza(x, malai))

@ “Nu toate vrabiile viseazd malai.” 3x.(vrabie(x) A -viseaza(x, malai))
@ “Nicio vrabie nu viseaza malai.” Vx.(vrabie(x) = ~viseaza(x, malai))

@ “Numai vrabiile viseaza malai” Vvx.(viseaza(x, malai) = vrabie(x))

Evaluare LPOI LPOI - Semantica Forme normale

Logica cu te de ordinul | 10750
Aspecte legate de propozitii PvP
Analoage logicii propozitionale
o Satisfiabilitate.
@ Validitate.
@ Derivabilitate.
@ Inferenta.
Logica pr Evaluare LPOI LPOI - Semantica Forme normale Unificare si rezolutie 10:33
Logica cu predicate de ordinul |
Forme normale PVP

Clauze Horn

+ \ Clauza Horn — Clauza in care cel mult un literal este in forma pozitiva:
{-A1,...,.~An A},

corespunzatoare implicatiei

Ain ANA= A

@‘ Exemplu Transformarea propozitiei

vx.vrabie(x) v ciocarlie(x) = pasare(x) in forma normala, utilizand clauze
Horn:

FNC: {-vrabie(x), pasare(x)},{—ciocarlie(x), pasare(x)}

Logica propozitionala ~ Evaluare ~ LPOI  LPO|

mantica Forme normale Unificare si rezolutie

10: 36
ordinul |

Cuantificatori PP

Greseli frecvente

@ Vx.(vrabie(x) = viseaza(x, malai))
— corect: “Toate vrabiile viseaza malai.”

@ vx.(vrabie(x) / viseaza(x, malai))
— gresit: “Toti sunt vrabii si toti viseaza malai.”

@ 3x.(vrabie(x) A viseaza(x, malai))
— corect: “Unele vrabii viseaza malai.”

@ 3x.(vrabie(x) = viseaza(x,malai))
— gresit: probabil nu are semnificatia pe care o intentionam. Este
adevarata si daca luam un x care nu este vrabie (fals implica orice).

Logica propozitionald Evaluare LPOI — Semantica Forme normale Unificare 10:3
redicate de ordinul |
Forme normale
Logica propozitionald Evaluare LPOI LPOI - Semantica Forme normale Unificare si rezolutie 10: 34
Logica cu predicate de ordinul |
Conversia propozitiilor in FNC (1) PVP

Eliminare implicatii, impingere negatii, redenumiri

@ Eliminarea implicatiilor ()

@ impingerea negatiilor pana in fata atomilor ()

© Redenumirea variabilelor cuantificate pentru obtinerea unicitatii de nume
" VX P(X)AVX.Q(X)V3IX.r(x) — VX.p(X)AVy.qQ(y)V3z.r(z)

@ Deplasarea cuantificatorilor la inceputul expresiei, conservandu-le
ordinea (forma normala prenex) (P):

YXP(X)AVY.Q(y)v3z.r(2) — vx.¥y.3z.(p(X) A q(y) v r(2))

Logica propozifionala  Evaluare LPOI  LPO antica  Forme normale  Unificare si rezolutie

e de ordinul |
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Cuantificatori PP
Proprietati

@ Necomutativitate:
e Vx.Jy.viseaza(x,y) — “Toti viseaza la cate ceva.”

o Jy.vx.viseaza(x,y) — “Exista ceva la care viseaza toata lumea.”

@ Dualitate:
o ~(Vx.a) =3IX.~a

o ~(Ix.a)=Vx.~a

Logica propozifionala ~ Evaluare ~ LPOI  LPOI—Semanticd  Forme normale  Unificare si rezolutie
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Forme normale PVP
Definitii

i \ Literal — Atom sau negatia unui atom.

& ‘ Exemplu prieten(x,y), —prieten(x,y).

i \ Clauza — Multime de literali dintr-o expresie clauzala.
B |Exemplu {prieten(x, y),~doctor(x)}.

AF ‘ Forma normala conjunctiva — FNC - Reprezentare ca multime de
clauze, cu semnificatie conjunctiva.

aF ‘ Forma normala implicativa — FNI — Reprezentare ca multime de
clauze cu clauzele n forma grupata
{=Aq,....=Amn.By,....Bn}, & (AyA...AAm)= (B V...V Bp)

Logica propozitionala Evaluare LPO LPOI - Semantica Forme normale Unificare si rezolutie 10:35
Logica cu predicate de ordinul | -
Conversia propozitiilor in FNC (2) PVP

Skolemizare

@ Eliminarea cuantificatorilor existentiali (skolemizare) (S):
e Dacé nu este precedat de cuantificatori universali: inlocuirea aparitiilor
variabilei cuantificate printr-o constanta (bine aleasa):

3p(x) = p(cy)

o Dacd este precedat de cuantificatori universali: inlocuirea aparitiilor
variabilei cuantificate prin aplicatia unei functii unice asupra variabilelor
anterior cuantificate universal:

XYy 3Z.((P(X) A GUY)) v 1(2)
= VXYY ((PO) NGV F(F(X.)))

Logica propozitionala ~ Evaluare  LPO| LPOI - Semanticz Forme normale  Unificare si rezolutie
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Conversia propozitiilor in FNC (3) PVP

Cuantificatori universali, Distribuire v, Clauze

@ Eliminarea cuantificatorilor universali, considerati, acum, impliciti (%):
XYy (P A Q) V I(f(X,¥)) = P(X)AQY)V r(f2(X.¥))
@ Distribuirea lui v fata de A (v/A):
aVv(BAY) = (avp)r(avy)

@ Transformarea expresiilor in clauze (C).

mantica Forme normale Unificare si rezolutie
ordinul |

onala  Evaluare  LPOI  LPC
Logica cu predicate

10: 39

Rezolutie PVP

O metoda de inferentd completa si consistenta

@ Pasul de rezolutie: regula de inferenta foarte puternica.
@ Baza unui demonstrator de teoreme consistent si complet.
@ Spatiul de cautare mai mic decat in alte sisteme.

@ Se bazeaza pe lucrul cu propozitii in forma clauzala (clauze):
e propozitie = multime de clauze (semnificatie conjunctiva)
o clauza = multime de literali (semnificatie disjunctiva)
o literal = atom sau atom negat
e atom = propozitie simpla

Logica propozitionala ~ Evaluare  LPOI mantica  Forme normale  Unificare si rezolutie

Logica cu predicate de ordinul |
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Rezolutie PVP

Demonstrare

@ Demonstrarea nesatisfiabilitatii — derivarea clauzei vide.

@ Demonstrarea derivabilitatii concluziei ¢ din premisele ¢4,...,¢n —
demonstrarea nesatisfiabilitatii propozitiei ¢4 A... A ¢ A—¢.

@ Demonstrarea validitatii propozitiei ¢ — demonstrarea nesatisfiabilitatii
propozitiei —¢.

tica  Formenormale  Unificare i rezolutie

onal Evaluare LPOI LPC )
> de ordinul |

Logica cu pre
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Conversia propozitiilor in FNC — Exemplu

%) \ Exemplu “Cine rezolva toate laboratoarele este apreciat de cineva.”

Vx.(Vy.(lab(y) = rezolva(x.y)) = 3y.apreciaza(y.x))
= Vx.(-Vy.(-lab(y)V rezolva(x,y)) Vv 3y.apreciaza(y, X))
= vx.(3y.~(-lab(y)V rezolva(x,y)) v 3y.apreciaza(y, x))
= vx.(3y.(lab(y) A —rezolva(x,y)) v Iy .apreciaza(y, x))
R vx.(3y.(lab(y) n—rezolva(x,y)) Vv 3z.apreciaza(z, x))
P vx.3y.3z.((lab(y)n-rezolva(x,y))V apreciaza(z, X))
S vx.((lab(f,(x)) A—rezolva(x,f,(x)))V apreciaza(f;(x), X))
% (lab(f,(x)) A —rezolva(x.f,(x)))V apreciaza(fz(x), )
V/n - (lab(fy(x)) v apr(fz(x). x)) A (~rez(x. f,(x)) v apr(f(x).x))
C  {lab(f,(x)).apr(f(x). x)}. {~rez(x.f,(x)).apr(f:(x).x)}

opozifionald  Evaluare  LPOI  LPOI-Semantica  Forme normale Unificare si rezolutie
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Rezolutie
Principiu de baza — pasul de rezolutie

40

PvP

¥ ’ Ideea (in LP):
{p=a}
{-p=r}
{q.r}
o pfalsa — —-p adevaratd — r adevarata
@ p adevarata — g adevarata
@ pv-p = Cel putin una dintre q si r adevarata (qvr)

— “Anularea” lui p

@ Forma generala a pasului de rezolutie:

pozifionald  Evaluare  LPOI Forme normale  Unificare i rezolutie

Logica

Rezolutie
Exemplu in LP

Demonstram ca {p=q,q=r}+-p=r,
i.e. multimea {p=q.q=r,~(p=r)} contine o contradictie.

{-p,q} Premisa

{-q,r} Premisa

{p} Concluzie negata

{-r} Concluzie negata

{q} Rezolutie 1, 3

{r} Rezolutie 2, 5

{} Rezolutie 4, 6 — clauza vida

Exemplu ‘@

N oKD~

opozifionala  Evaluare Forme normale  Unificare si rezolutie
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Unificare si rezolutie

Logica propozitionald Evaluare LPOI LPOI - Semantica Forme normale Unificare si rezolutie 10 41
Logica cu predicate de ordinul |
Rezolutie PP
Cazuri speciale
@ Clauza vida — indicator de contradictie intre premise
{=p}
{p}
{t=0
@ Mai mult de 2 rezolventi posibili — se alege doar unul:
{p.q}
{-p.~q}
{p.~p} sau
{q.-q}
Logica propoziionala ~ Evaluare  LPO 0 antica  Forme normale  Unificare si rezolutie 1044
e ordinul |
Rezolutie PVP

Consistenta si completitudine

T | Teorema Rezolutiei: Rezolutia propozitionald este consistenta si
completa, i.e. A= ¢ < Abrez ¢.

@ Terminare garantata a procedurii de aplicare a rezolutiei: numar finit de
clauze — numar finit de concluzii.

Logica propozifionald  Evaluare Forme normale  Unificare i rezolutie 04




Unificare pyP

@ Utilizata pentru rezolutia in LPOI

@ vezi si sinteza de tip in Haskell

&

cum stim daca folosind ipoteza om(Marcel) si propozitia
vx.om(x) = are_inima(x) putem demonstra ca are_inima(Marcel) —
unificand om(Marcel) si vom(x).

@ reguli:

e 0 propozitie unifica cu o propozitie de aceeasi forma

o doua predicate unificad daca au acelasi nume si parametri care unifica
(om cu om, x cu Marcel)

e 0 constanta unifica cu o constanta cu acelasi nume
e 0 variabila unifica cu un termen ce nu contine variabila (x cu Marcel)

Unificare i rezolutie

Rezolutie PVP
Exemplu

Horses and hounds

B @ Horses are faster than dogs.

=
[}
=
(]
x

LLi

@ There is a greyhound that is faster than any rabbit.
@ Harry is a horse and Ralph is a rabbit.

© Is Harry faster than Ralph?

Logica propozitionala Evaluare LPOI

Forme normale  Unificare i rezolutie 051
Logica cu predicate

Introducere in Prolog

Introducere in Prolog Demonstrare

Introducere

Prolog

Unificare PP
Observatii

@ Problema NP-completd;
@ Posibile legari ciclice;

@ Exemplu:
prieten(x,coleg_banca(x)) si
prieten(coleg_banca(y),y)
MGU: S = {x + coleg_banca(y),y «+ coleg_banca(x)}
= X « coleg_banca(coleg_banca(x)) — imposibil!

@ Solutie: verificarea aparitiei unei variabile in valoarea la care a fost legata
(occurrence check);

opozitionala Evaluare LPOI LPOI — Semantica Forme normale

Unificare si rezolutie
Logica cu predicate de ordinul |
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Rezolutie PVP
Exemplu Horses and Hounds
@ vx.vy.horse(x)Adog(y) = faster(x,y) — ~horse(x)Vv ~dog(y)V faster(x,y)
@ 3x.greyhound(x) A (Vy.rabbit(y) = faster(x,y))
— greyhound(Greg) —rabbit(y)V faster(Greg. y)
@ horse(Harry) rabbit(Ralph)
@ -faster(Harry, Ralph) (concluzia negata)
@ -—greyhound(x)v dog(x) (common knowledge)
Q@ -faster(x,y)v —faster(y,z) v faster(x, z) (tranzitivitate)

@ 1 +3a— —dog(y)V faster(Harry,y) (cu {Harry/x})

© 2a+5 — dog(Greg) (cu {Greg/x})

Q 7 + 8 — faster(Harry, Greg) (cu {Greg/y})

@ 2b + 3b — faster(Greg, Ralph) (cu {Ralph/y})

@ 6+ 9+ 10 — faster(Harry, Ralph) {Harry/x,Greg/y,Ralph/z}
@ 11+4-0qged.

Logic:

opozitionala Evaluare

Forme normale  Unificare i rezolutie
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te de ordinul |

Prolog W
Limbaj de programare logica

@ introdus in anii 1970 ;
@ programul — multime de propozitii logice in LPOI;

@ mediul de executie = demonstrator de teoreme care spune:
o daca un fapt este adevarat sau fals;

e in ce conditii este un fapt adevarat.

@ Resursa Prolog pe Wikibooks:

[nttps://en.wikibooks.org/wiki/Prolog)]

Introducere in Prolog ontrolul executiei

11:3

Unificare PVP
Rolul in rezolutie

@ Rezolutia pentru clauze Horn:
AN ANAR= A
BiA...ANAN..ABy=B
unificare(A,A') =S
Ssubst(S,A{A...NAmAByA...ABp= B)

@ unificare(a, ) — substitutia sub care unifica propozitiile a si §;

@ subst(S,a) — propozitia rezultata in urma aplicarii substitutiei S asupra
propozitiei a.

Logica propozitionala ~ Evaluare  LPO| LPOI

Semantici  Forme normale  Unificare si rezolutie
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Cursul 11: Introducere in Prolog W
@ Introducere in Prolog
@ Procesul de demonstrare
@ Controlul executiei
Introducere in Prolog Controlul executiei o
Introd
Prolog W

Caracteristici

@ fundamentare teoretica a procesului de rationament;

@ motor de rationament ca unic mod de executie;
— modalitati limitate de control al executiei.

@ cautare automata a valorilor pentru variabilele nelegate (daca este
necesar);

@ posibilitatea demonstratiilor si deductiilor simbolice.

Introducere in Prolog Controlul executiei
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Procesul de demonstrare

Introducere in Prolog Demonstrare

Pasi in demonstrare (1)

E 31

@ Initializarea stivei de scopuri cu scopul solicitat;
@ |Initializarea substitutiei (utilizate pe parcursul unificarii) cu multimea vida;

@ Extragerea scopului din varful stivei si determinarea primei clauze din
program cu a carei concluzie unifica;

@ imbogatirea corespunzitoare a substitutiei si adiugarea premiselor
clauzei in stivd, in ordinea din program;

@ Salt la pasul 3.

Controlul executiei 1:5 Introducere in Prolog Demonstrare Controlul executiei 11:6
Introducere in Prolog Introducere in Prolog
Un exemplu de program Prolog - Exemplul genealogic (1) e
@| Exemplu S=0
parent (andrei, bogdan). G={gp(X.V)}
parent (andrei, bianca).
parent (bogdan, cristi). gp(X1, Y1) :- p(X1, Z1), p(Z1, Y1)
grandparent (X, Y) :- parent(X, Z), parent(Z, Y). S={X=X1,Y=Y1}
@ true = parent(andrei,bogdan) G={p(X1.21).p(Z1. Y1)}
@ true = parent(andrei, bianca) { 4 4
@ true = parent(bogdan, cristi) p(andrei, bogdan) p(andrei, bianca) p(bogdan, cristi)
@ Vx.Vy.Vz.(parent(x,z)Aparent(z,y) = grandparent(x.y)) 1
. ) .3
troducere in Prol Demonstrare Controlul executiel s Introducere in Prolog Demonstrare Controlul executiei o
Introducere in Prolog Introducere in Prolog
Exemplul genealogic (3) - Exemplul genealogic (4) ]
Ramura 2 Ramura 3
2 .3
1 \
p(andrei, bianca) p(bogdan, cristi)
S={X=X1,Y=Y1,X1=andrei,Z1 = bianca} S={X=X1,Y=Y1,X1=bogdan,Z1 = cristi}
G = {p(bianca, Y1)}; G={p(cristi,Y1)};
esec esec
troducere in Prol Demonstrare Controlul executiel g Introducere in Prolog Demonstrare Controlul executiei

Introducere in Prolog

112
Introducere in Prolog

Pasi in demonstrare (2) -

@ in cazul imposibilitatii satisfacerii scopului din varful stivei, revenirea la
scopul anterior (backtracking), si incercarea altei modalitati de
satisfacere;

@ Succes la golirea stivei de scopuri;

@ Esec la imposibilitatea satisfacerii ultimului scop din stiva.

Introducere in Prolog Demonstrare

Introducere in Prolog

Controlul executiei

Exemplul genealogic (2) o]
Ramura 1
cq
4
p(andrei, bogdan)
S={X=X1,Y=Y1,X1=andrei,Z1 = bogdan}
G = {p(bogdan, Y1)}; 1
p(bogdan, cristi)
S={X=X1,Y=Y1,X1=andrei,Z1 = bogdan, Y1 = cristi}
G=0;
4
success
gp(andrei, cristi)
Introducere in Prolog Demonstrare Controlul executiei it
Introducere in Prolog
Observatii -

@ Ordinea evaluarii / incercarii demonstrarii scopurilor
o Ordinea clauzelor in program;

o Ordinea premiselor in cadrul regulilor.

@ Recomandare: premisele mai usor de satisfacut si mai specifice primele
— exemplu: axiome.

Introducere in Prolog Demonstrare

Introducere in Prolog

Controlul executiei
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Strategii de control
Ale demonstratiilor

Forward chaining (data-driven)
@ Derivarea tuturor concluziilor, pornind de la datele initiale;
@ Oprire la obtinerea scopului (scopurilor);

Backward chaining (goal-driven)
@ Utilizarea exclusiva a regulilor care pot contribui efectiv la satisfacerea
scopului;
@ Determinarea regulilor a caror concluzie unifica cu scopul;
o incercarea de satisfacere a premiselor acestor reguli s.a.m.d.

Demonstrare Control
Introducere in Prolog

E 8

Exemplu — Minimul a doua numere
Cod Prolog

=) | Minimul a douad numere

min(X, Y, M)
min(X, Y, M)

- X =< Y, Mis X.
- X >Y, Mis Y.

min2 (X, Y, M)
min2(X, Y, M)

- X =< Y, M= X.
- X >y, M=1Y.

/ Echivalent cu min2.
min3(X, Y, X) :- X =< Y.
min3(X, Y, ¥) :- X > Y.

Demonstrare
Introducere in Prolog

Controlul executiei 11:17

E G

Exemplu — Minimul a doua numere
imbunétatire

@ Solutie: oprirea recursivitatii dupa prima satisfacere a scopului.

®| Exemplu

min5(X, Y, X) :- X =< Y, !.
min5 (X, Y, Y).

?7- min5 (1+2, 3+4, M).
M = 1+2.

Controlul executiei

11:20

E 31

Strategii de control
Algoritm Backward chaining

1. BackwardChaining(rules, goals, subst)
lista regulilor din program, stiva de scopuri, substitutia
curenta, initial vida.
returns satisfiabilitatea scopurilor
if goals = 0 then
return SUCCESS
goal + head(goals)
goals « tail(goals)
for-each rule c rulesdo  //in ordinea din program
if unify(goal, conclusion(rule), subst) — bindings
newGoals + premises(rule)ugoals  // adancime
newSubst «+ substu bindings
10. if BackwardChaining(rules, newGoals, newSubst)
11. then return SUCCESS
12. return FAILURE

©OoNOGO AN

Demonstrare
Introducere in Prolog

Introducere in Prolog 11:15

L. < 0o
Exemplu — Minimul a doua numere L
Utilizare
7- min(1+2, 3+4, M).
M=3;
false.
7- min(3+4, 1+2, M).
M = 3.
7- min2(1+2, 3+4, M).
M= 1+2 ;
false.
7- min2(3+4, 1+2, M).
M = 1+2.
Introducere in Prolog Demonstrare Controlul executiei .
Introducere in Prolog
0o
Operatorul cut v

Definitie

@ La prima intalnire — satisfacere;

@ La a doua intalnire in momentul revenirii (backtracking) — esec, cu
inhibarea tuturor cailor ulterioare de satisfacere a scopului care a unificat
cu concluzia regulii curente;

@ Utilitate in eficientizarea programelor.

Demonstrare Controlul executiei

Introducere in Prolog

Introducere in Prolog 11:21
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Controlul executiei

Introducere in Prolog Controlul executiei

11:16

E G

Exemplu — Minimul a doua numere
Observatii

@ Conditii mutual exclusive: X =< Y siX > Y — cum putem elimina
redundanta?
@‘Exemplu
min4 (X, Y, X) :- X =< Y.

min4 (X, Y, Y).

?7- min4 (1+2, 3+4, M).
M= 1+2
M = 3+4.

@ Gresit!
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Operatorul cut
Exemplu

& ‘ Exemplu

girl(mary) .
girl(ann) .

boy (john) .
boy (bill) .

pair (X, Y) :- girl(X), boy(Y).
pair(bella, harry).

pair2(X, Y) :- girl(X), !, boy(Y).
pair2(bella, harry).
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Operatorul cut L Negatia ca esec L]
Utilizare
=) ‘ Exemplu
1 nott(P) :- P, !, fail.
1 ?7- pair(X, Y). 1 ?7- pair2(X, Y). 2 nott(P).
2 X = mary, 2 X = mary,
3 Y = john ; 3 Y = john ; @ P: atom — exemplu: boy (john)
4 X = mary, 4 X = mary, - Lo .
5 Y = bill ; 5 Y = bill. @ daca P este satisfiabil:
6 X = ann, o esecul primei reguli, din cauza lui fail;
7 Y = john ; e abandonarea celei de-a doua reguli, din cauza lui !;
8 X = anmn, @ rezultat: nott (P) nesatisfiabil.
9 Y = bill ;
10 X = bella, @ daca P este nesatisfiabil:
11 Y = harry. e esecul primei reguli;
e succesul celei de-a doua reguli;
o rezultat: nott (P) satisfiabil.
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