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Cursul 3: Calcul Lambda

A

(XX y) =5y
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Cursul 3: Calcul Lambda A

ﬂ Introducere

9 Lambda-expresii

© Reducere

Q Evaluare

e Limbajul lambda-0 si incursiune in TDA

G Racket vs. lambda-0
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Introducere
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Modele de calculabilitate A
De ce?

@ ne punem problema daca putem realiza un calcul sau
nu — pentru a demonstra trebuie sa avem un model
simplu al calculului (cum realizam calculul, in mod
formal).

@ un model de calculabilitate trebuie sa fie cat mai simplu,
atat ca numar de operatii disponibile cat si ca mod de
constructie a valorilor.

@ corectitudinea unui program se demonstreaza mai usor
daca limbajul de programare este mai apropiat de
masina teoretica (modelul abstract de calculabilitate).
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Calculul Lambda A
A

@ Model de calculabilitate (Alonzo Church, 1932) — introdus

in cadrul cercetarilor asupra fundamentelor matematicii.
[http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus]

e sistem formal pentru exprimarea calculului.
@ Echivalent cu Masina Turing (v. Teza Church-Turing)

@ Axat pe conceptul matematic de functie — totul este o
functie
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http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus

Aplicatii A

ale calculului A

@ Aplicatii importante in
@ programare
e demonstrarea formala a corectitudinii programelor,
datorita modelului simplu de executie

@ Baza teoretica a numeroase limbaje:
LISP, Scheme, Haskell, ML, F#, Clean, Clojure, Scala,
Erlang etc.
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Lambda-expresii
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A-expresii A
Exemple

@ x — variabila (numele) x

Exemplu ‘@
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A-expresii A
Exemple

@ x — variabila (numele) x

@ Ax.x — functia identitate

Exemplu ‘@
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A-expresii A
Exemple

@ x — variabila (numele) x
@ Aix.x — functia identitate

@ Ax.Ay.x — functie selector

Exemplu ‘@
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A-expresii A
Exemple

@ x — variabila (numele) x
@ Aix.x — functia identitate
@ Ax.Ay.x — functie selector

©Q (Ax.x y) — aplicatia functiei identitate asupra
parametrului actual y

Exemplu ‘@
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Exemplu ‘@

A-expresii A
Exemple

@ x — variabila (numele) x
@ Aix.x — functia identitate
@ Ax.Ay.x — functie selector

©Q (Ax.x y) — aplicatia functiei identitate asupra
parametrului actual y

Q@ (Ax.(x x) Ax.x) = ?

Introducere  A-Expresii Reducere Evaluare g si TDA Racket vs. lambda-0 3:9/18

Paradigme de Programare — Andrei Olaru



A-expresii A
Exemple

@ x — variabila (numele) x
@ Aix.x — functia identitate

@ Ax.Ay.x — functie selector

Exemplu ‘@

©Q (Ax.x y) — aplicatia functiei identitate asupra
parametrului actual y

Q@ (Ax.(x x) Ax.x) = ?

a ‘ Intuitiv, evaluarea aplicatiei (Ax.x y) presupune substitutia
textuala a lui x, in corp, prin y — rezultat y.
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A-expresii
Definitie

+ | A-expresie
@ Variabila: o variabila x este o A-expresie;
@ Functie: daca x este o variabila si E este o A-expresie,

atunci 1 x.E este o 1-expresie, reprezentand functia
anonima, unara, cu parametrul formal x si corpul E;

@ Aplicatie: daca F si A sunt A-expresii, atunci (F A) este
0 A-expresie, reprezentand aplicatia expresiei F asupra
parametrului actual A.
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Evaluare A

G| Intwitiv

(AXAy.x 2) 1)
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Evaluare N

G| intuitiv

((AXAy.x z) t) o Parametu formal
: : parametru actual
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Evaluare A

G| Intwitiv

((AXAyx z) t) « parametru formal
: : parametru actual
|

substitutie
\

(Ay.z t)
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Evaluare N

G| intuitiv

((AXAyx z) t) « parametru formal
: : parametru actual
|

substitutie

4

( 7Ly Z t) . parametru formal
' parametru actual
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Evaluare N

G| intuitiv

((AXAyx z) t) « parametru formal
: : parametru actual
|

substitutie

4

(Ly.z t)| . parametruformal
parametru actual
|

substitutie

4
Z
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Evaluare
S| intuitiv

substitutie
\

substitutie

4
Z

nu mai este nicio functie de aplicat
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: : parametru actual

(Ay.zt) « parametru formal
' parametru actual
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Evaluare A
S| intuitiv

((AXAyx z) t) « parametru formal
: : parametru actual
|

substitutie

4

(/ly.z t) . parametru formal
parametru actual
|

substitutie

4
Z

nu mai este nicio functie de aplicat

-cum stim ce reducem, cum reducem, in ce ordine, si ce
aparitii ale variabilelor inlocuim?
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Reducere
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B-redex A

Cum arata (Formal, vedem mai tarziu)

@ B-redex: o A-expresie de forma: (AX.E A)

e E — A-expresie — este corpul functiei
e A-— A-expresie — este parametrul actual

@ B-redexul se reduce la Ey4,, — E cu toate aparitiile libere
ale lui x din E inlocuite cu A prin substitutie textuala.
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Aparitii ale variabilelor A
Legate vs libere

+ ‘ Aparitie legata O aparitie x, a unei variabile x este
legata intr-o expresie E daca:

@ E=Ax.Fsau

@ E=...Axp.F ...sau

@ E=... Ax.F ...six,aparein F.

+ | Aparitie libera O aparitie a unei variabile este libera
intr-o expresie daca nu este legata in acea expresie.

@ | Atentie! in raport cu o expresie data!
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Aparitii ale variabilelor A
»‘<'a"| Mod de gandire

- O aparitie legata in expresie este o aparitie a parametrului formal
al unei functii definite in expresie, in corpul functiei; o aparitie
libera este o aparitie a parametrului formal al unei functii definite

in exteriorul expresiei, sau nu este parametru formal al niciunei

functii.

@ X <« aparitie libera
<1>
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Aparitii ale variabilelor A
»‘<'a"| Mod de gandire

- O aparitie legata in expresie este o aparitie a parametrului formal
al unei functii definite in expresie, in corpul functiei; o aparitie
libera este o aparitie a parametrului formal al unei functii definite

in exteriorul expresiei, sau nu este parametru formal al niciunei

functii.

@ X <« aparitie libera
<1>

e (1y. i( Z) <« aparitie inca libera, nu o leaga nimeni
<>
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Aparitii ale variabilelor A
»‘<'a"| Mod de gandire

- O aparitie legata in expresie este o aparitie a parametrului formal
al unei functii definite in expresie, in corpul functiei; o aparitie
libera este o aparitie a parametrului formal al unei functii definite

in exteriorul expresiei, sau nu este parametru formal al niciunei

functii.

@ X <« aparitie libera
<1>

e (1y. i( Z) <« aparitie inca libera, nu o leaga nimeni
<>

@A x .(Ay. x Zz) « A X leagaaparitia x
<2> <1> <2> <1>
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Aparitii ale variabilelor A
»‘<'a"| Mod de gandire

- O aparitie legata in expresie este o aparitie a parametrului formal
al unei functii definite in expresie, in corpul functiei; o aparitie
libera este o aparitie a parametrului formal al unei functii definite

in exteriorul expresiei, sau nu este parametru formal al niciunei
functii.

@ X « aparitie libera

<1>
(/ly. x Z) <« aparitie inca libera, nu o leaga nimeni
— A x leaga aparitia x
° 7L<X (A y z) X gaap X
aparitia x5 este libera — este in
° ( (/ly Z) Xx ) <« exteriorul corpului functiei cu
> <3> parametrul formal x (1x,)
corp AXo
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Aparitii ale variabilelor A
»‘<'a"| Mod de gandire

- O aparitie legata in expresie este o aparitie a parametrului formal
al unei functii definite in expresie, in corpul functiei; o aparitie
libera este o aparitie a parametrului formal al unei functii definite

in exteriorul expresiei, sau nu este parametru formal al niciunei
functii.

@ X « aparitie libera

<1>
(/ly. x Z) <« aparitie inca libera, nu o leaga nimeni
° 7L<X (ly z) A X leaga aparitia X
aparitia x5 este libera — este in
° ( (/ly Z) Xx ) <« exteriorul corpului functiei cu
> <3> parametrul formal x (1x,)
corp AXo
@1 x .(A x .(Ay. X Z) x) (_QL X leaga aparitia X
<4> <2> <3>
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Variabile A

Legate vs libere

+ \ O variabila este legata intr-o expresie daca toate
aparitiile sale sunt legate in acea expresie.

+ | O variabila este libera intr-o expresie daci nu este
legata in acea expresie i.e. daca cel putin o aparitie a sa
este libera in acea expresie.

@ Atentie! In raport cu o expresie data!
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Variabile si Aparitii ale lor A
Exemplu 1

in expresia E = (Ax.x x), evidentiem aparitiile lui x:
A x.x x)
<1> <2> <3>
@ ~—
= F
S @ x, x in E
= <1> <2>
e x in E
LLI <3>
o Xx in F!
<2>
@ X in EsiF
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Variabile si Aparitii ale lor A
Exemplu 1

in expresia E = (Ax.x x), evidentiem aparitiile lui x:
A x.x x)
<1> <2> <3>
@ ~—
= F
o @ x, x legatein E
= <1> <2>
e x in E
LLI <3>
o Xx in F!
<2>
@ X in EsiF
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Variabile si Aparitii ale lor
Exemplu 1

in expresia E = (Ax.x x), evidentiem aparitiile lui x:
A x.x x)
<1> <2> <3>
~—

F

@ x, x legatein E
<1> <2>

@ x liberain E
<3>

o X in F!
<2>

@ X in EsiF

Exemplu ‘@
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Variabile si Aparitii ale lor A
Exemplu 1

in expresia E = (Ax.x x), evidentiem aparitiile lui x:
A x.x x)
<1> <2> <3>
F

@ x, x legatein E
<1> <2>

@ x liberain E
<3>

@ x liberain F!
<2>

@ X in EsiF

Exemplu ‘@

Introducere  A-Expresii Reducere Evaluare g si TDA Racket vs. lambda-0 3:17/18

Paradigme de Programare — Andrei Olaru



Variabile si Aparitii ale lor A
Exemplu 1

in expresia E = (Ax.x x), evidentiem aparitiile lui x:
A x.x x)
<1> <2> <3>
F

@ x, x legatein E
<1> <2>

@ x liberain E
<3>

@ x liberain F!
<2>

@ x liberain Esi F

Exemplu ‘@
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Exemplu ‘@

Variabile si aparitii ale lor
Exemplu 2

A

in expresia E = (Ax.Az.(z X) (Z y)), evidentiem aparitiile:
AxAz.(z x)(z Y).

<1> <1> <2> <2>J <3> 1>

F
@ X, X, z, Z in E
<1> <2> <1> <2>
e vy, z in E
<1> <3>
e z, Z in F
<1> <2>
o X in F
<2>
o X in E, in F
oy in E
oz in E, in F
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Exemplu ‘@

Variabile si aparitii ale lor
Exemplu 2

A

in expresia E = (Ax.Az.(z X) (Z y)), evidentiem aparitiile:
AxAz.(z x)(z Y).

<1> <1> <2> <2>J <3> 1>

F

@ x, x, z, z legatein E
<1> <2> <1> <2>

e vy, z in E

<1> <3>

e z, Z in F

<1> <2>

o X inF

<2>

o X in E, in F
oy in E

oz in E, in F
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Exemplu ‘@

Variabile si aparitii ale lor
Exemplu 2

A

in expresia E = (Ax.Az.(z X) (Z y)), evidentiem aparitiile:
AxAz.(z x)(z Y).

<1> <1> <2> <2>J <3> 1>

F

@ x, x, z, z legatein E
<1> <2> <1> <2>

@ ¥y, z liberein E

<1> <3>

e z, Z in F

<1> <2>

o X inF

<2>

o X in E, in F
oy in E

oz in E, in F
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Exemplu ‘@

Variabile si aparitii ale lor
Exemplu 2

A

in expresia E = (Ax.Az.(z X) (Z y)), evidentiem aparitiile:
AxAz.(z x)(z Y).

<1> <1> <2> <2>J <3> 1>

F

@ x, x, z, z legatein E
<1> <2> <1> <2>

@ ¥y, z liberein E

<1> <3>

@ z, z legatein F

<1> <2>

o X inF

<2>

o X in E, in F
oy in E

oz in E, in F
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Exemplu ‘@

Variabile si aparitii ale lor
Exemplu 2

A

in expresia E = (Ax.Az.(z X) (Z y)), evidentiem aparitiile:
AxAz.(z x)(z Y).

<1> <1> <2> <2>J <3> 1>

F

@ x, x, z, z legatein E
<1> <2> <1> <2>

@ ¥y, z liberein E

<1> <3>
@ z, z legatein F
<1> <2>
@ x liberainF
<2>
o X in E, in F
oy in E
oz in E, in F
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Exemplu ‘@

Variabile si aparitii ale lor
Exemplu 2

A

in expresia E = (Ax.Az.(z X) (Z y)), evidentiem aparitiile:
AxAz.(z x)(z Y).

<1> <1> <2> <2>J <3> 1>

F

@ x, x, z, z legatein E
<1> <2> <1> <2>

@ ¥y, z liberein E
<1> <3>

@ z, z legatein F
<1> <2>

@ x liberain F
<2>

@ x legatain E, dar liberain F
oy in E

oz in E, in F
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Exemplu ‘@

Variabile si aparitii ale lor
Exemplu 2

A

in expresia E = (Ax.Az.(z X) (Z y)), evidentiem aparitiile:
AxAz.(z x)(z Y).

<1> <1> <2> <2>J <3> 1>

F

@ x, x, z, z legatein E
<1> <2> <1> <2>

@ ¥y, z liberein E
<1> <3>

@ z, z legatein F
<1> <2>

@ x liberain F
<2>

@ x legatain E, dar liberain F
@ yliberain E

oz in E, in F
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Exemplu ‘@

Variabile si aparitii ale lor
Exemplu 2

A

in expresia E = (Ax.Az.(z X) (Z y)), evidentiem aparitiile:

(A x .A

<1>

z(z x)(z V).

<1> <2> <2>J <3> <1>

e Xx,
<1>

° vy,

<1>

e =z,
<1>

@ X
<2>

F

X, z, z legatein E
<2> <1> <2>

z liberein E
<3>

z legatein F
<2>

liberain F

@ x legatain E, dar liberain F
@ yliberain E

@ zliberain E, dar legatain F
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Determinarea variabilelor libere silegate A
O abordare formala

Variabile libere (free variables)
@ FV(x)={x}
@ FV(Ax.E)=FV(E)\{x}
@ FV((Ey Ex))=FV(E))UFV(E»)

Variabile legate (bound variables)
@ BV(x)=0
@ BV(Ax.E)=BV(E)u{x}
® BV((Ey Ez))=BV(Eq1)\FV(Ex)UBV(Ex)\ FV(Ey)
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Expresii inchise A

+ \ O expresie inchisa este o expresie care nu contine
variabile libere.

=N ‘ Exemplu

@ (AX.X AX.AY.X) ---
@ (Ax.x a) -

@ Variabilele libere dintr-o A-expresie pot sta pentru alte
A-expresii

e Tnaintea evaludrii, o expresie trebuie adusa la forma
inchisa.

@ Procesul de inlocuire trebuie sa se termine.

Reducere 3:20/18

Paradigme de Programare — Andrei Olaru



Expresii inchise A

+ \ O expresie inchisa este o expresie care nu contine
variabile libere.

=N ‘ Exemplu

@ (Ax.x Ax.Ay.x) — inchisa
@ (Ax.x a) -

@ Variabilele libere dintr-o A-expresie pot sta pentru alte
A-expresii

e Tnaintea evaludrii, o expresie trebuie adusa la forma
inchisa.

@ Procesul de inlocuire trebuie sa se termine.

Reducere 3:20/18
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Expresii inchise A

+ \ O expresie inchisa este o expresie care nu contine
variabile libere.

=N ‘ Exemplu

@ (Ax.x Ax.Ay.x) — inchisa
@ (Ax.x a) — deschisa, deoarece a este libera

@ Variabilele libere dintr-o A-expresie pot sta pentru alte
A-expresii

e Tnaintea evaludrii, o expresie trebuie adusa la forma
inchisa.

@ Procesul de inlocuire trebuie sa se termine.

Reducere 3:20/18
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B-reducere A
Definitie

+ | p-reducere: Evaluarea expresiei (Ax.E A), cu E si A
A-expresii, prin substituirea textuala a tuturor aparitiilor
libere ale parametrului formal al functiei, x, din corpul
acesteia, E, cu parametrul actual, A:

+ | p-redex Expresia (1x.E A), cu E si A 1-expresii —
expresie pe care se poate aplica g-reducerea.
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B-reducere A
Exemple

(*) (QLX.X y) —B X[y/x] -y
B ® (AXxAXx.XYy)
=
(oL
E| @ (AXAyxy)
&
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B-reducere A
Exemple

@ (Ax.x Y) =g Xy/x1 =Y

B | @ (AXAX.X Y)—=pAX.Xy/x — AXX
S|

o

E| @ (AXAyxy)

i
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B-reducere A
Exemple

o ()LX.X y) —B X[y/X] -y
B | @ (AXAX.X Y)—=pAX.Xy/x — AXX
[
o
qE) @ (AXAY.X Y)—=pAY Xy;x—AY.Y
x
L
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B-reducere A
Exemple

@ (AX.X Y)—=p Xyx— Y
B | @ (AXAX.X Y)—=pAX.Xy/x — AXX
=
% @ (AXAY.X y)—=pAy.Xy;x — Ay.y Gresit! Variabila
5 libera y devine legata, schimbandu-si semnificatia.
N Ay(a)'y(b)
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B-reducere A
Exemple

@ (AX.X Y)—=p Xyx— Y
@ (AXAX.X YY) —p AX.Xy/x) — AX.X
@ (AXAY.X y)—=pAy.Xy;x — Ay.y Gresit! Variabila

libera y devine legata, schimbandu-si semnificatia.
N Ay(a)'y(b)

Exemplu ‘@

Care este problema?
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B-reducere A
Coliziuni

@ Problema: in expresia (Ax.E A):
e daca variabilele libere din A nu au nume comune cu
variabilele legate din E: FV(A)nBV(E)=0
— reducere Tntotdeauna corecta

e daca exista variabilele libere din A care au nume comune
cu variabilele legate din E: FV(A)NBV(E) #0
— reducere potential gresita

@ Solutie: redenumirea variabilelor legate din E, ce
coincid cu cele libere din A — a-conversie.
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B-reducere A
Coliziuni

@ Problema: in expresia (Ax.E A):

e daca variabilele libere din A nu au nume comune cu
variabilele legate din E: FV(A)nBV(E)=0
— reducere Intotdeauna corecta

e daca exista variabilele libere din A care au nume comune

cu variabilele legate din E: FV(A)NBV(E) #0
— reducere potential gresita

@ Solutie: redenumirea variabilelor legate din E, ce
coincid cu cele libere din A — a-conversie.

(=N ‘ Exemplu
AXAY X V) —=a (AXAZX Y) =g AZ Xy = AZ.Y
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o-conversie A
Definitie

+ | a-conversie: Redenumirea sistematici a variabilelor
legate dintr-o functie: Ax.E —4 Ay.Ep,/x. Se impun doua
conditii.

@ AX.Y —a AY Yiy/x = AY-Y
@ AXAY X =AY LY Xy = AYAY.Y

Exemplu ‘@
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o-conversie A
Definitie

+ | a-conversie: Redenumirea sistematici a variabilelor
legate dintr-o functie: Ax.E —4 Ay.Ep,/x. Se impun doua
conditii.

@ AX.Y =g AY.Yiyxq — Ay.y — Gresit!
@ AXAY X =AY LY Xy = AYAY.Y

Exemplu ‘@
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o-conversie A
Definitie

+ | a-conversie: Redenumirea sistematici a variabilelor
legate dintr-o functie: Ax.E —4 Ay.Ep,/x. Se impun doua
conditii.

@ AX.Y =g AY.Yiyxq — Ay.y — Gresit!
@ AXAY X =AY LY Xy x— Ay.Ay.y — Gresit!

Exemplu ‘@
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a-conversie
Definitie

+ | a-conversie: Redenumirea sistematici a variabilelor
legate dintr-o functie: Ax.E —4 Ay.Ep,/x. Se impun doua

conditii.

@ AX.Y =g AY.Yiyxq — Ay.y — Gresit!
@ AXAY X =AY LY Xy x— Ay.Ay.y — Gresit!

Exemplu ‘@

: Conditii
@ y nu este o variabila libera, existenta dejain E
@ orice aparitie libera in E ramane libera in Ey
Racket vs. lambda-0 3:04/18
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o-conversie A
Exemple

@ AX.(XY)—qArz.(zy)— Corect!

@ AXAX.(XY) 2o AYAX.(XY)

@ AXAY.(Y X) =a AYAY.(YY)

Exemplu ‘@

@ AXAY.(YY)=a AYAY. (YY)
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o-conversie A
Exemple

@ AX.(XY)—qArz.(zy)— Corect!

@ AXAX.(XY)—a Ay.AX.(xy) — Gresit! y este libera in
AX.(XY)

@ AXAY.(Y X) =a AYAY.(YY)

Exemplu ‘@

@ AXAY.(YY)=a AYAY. (YY)
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o-conversie A
Exemple

@ AX.(XY)—qArz.(zy)— Corect!

@ AXAX.(XY)—a Ay.AX.(xy) — Gresit! y este libera in
AX.(XY)

@ AXAY.(y X) = Ay Ay.(y y) — Gresit! Aparitia libera a
lui x din Ay.(y x) devine legata, dupa substituire, in
ry.(yYy)

Exemplu ‘@

@ AXAY.(YY)=a AYAY. (YY)
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o-conversie A
Exemple

@ AX.(XY)—qArz.(zy)— Corect!

@ AXAX.(XY)—a Ay.AX.(xy) — Gresit! y este libera in
AX.(XY)

@ AXAY.(y X) = Ay Ay.(y y) — Gresit! Aparitia libera a
lui x din Ay.(y x) devine legata, dupa substituire, in
ry.(yYy)

Exemplu ‘@

@ AXAY.(YY)—aAYAYy.(yy)— Corect!
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Reducere A
Definitii

+ | Pas de reducere: O secventi formata dintr-o
a-conversie si o B-reducere, astfel incat a doua se
produce fara coliziuni:

E1 = E2 = E1 —a E3 —>B E2.

+ | Secventa de reducere: Succesiune de zero sau mai
multi pasi de reducere:

E1 —* E2.

Reprezinta un element din inchiderea reflexiv-tranzitiva a
relatiei — .
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Reducere A
Proprietati

: Reducere
@ £, - E;, — E; —* E; —un pas este 0 secventa

@ E —* E — zero pasi formeaza o secventa

@ £y > E> N E; »* E3 = Ey —* E3 —tranzitivitate

(AXAY.((Y X) Y) AxX) = (Az(Z2 ¥) AXX) = (AXX Y)—= Y
=
((AXAY.((y X) ¥) Ax.x)—=*y

Exemplu ‘@

Introducere  A-Expresii Reducere Evaluare g si TDA Racket vs. lambda-0 3:097/18

Paradigme de Programare — Andrei Olaru



Evaluare
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Intrebari
Pentru constructia unei masini de calcul

-Daca am vrea sa construim o masina de calcul care sa
aiba ca program o A-expresie si sa aiba ca operatie de baza
pasul de reducere, ne punem cateva intrebari:

@ Cand se termina calculul? Se termina intotdeauna?

© Daca mai multe secvente de reducere se termin3,
obtinem intotdeauna acelasi rezultat?

© Comportamentul depinde de secventa de reducere?

© Daca rezultatul este unic, cum il obtinem?
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Terminarea reducerii (reductibilitate) A
Exemplu si definitie

Q=(AX.(X X) AX.(X X)) = (AXx.(X X) AX.(X X)) —="...

Exemplu ‘@

Introducere  A-Expresii  Reducere  Evaluare 15 si TDA  Racket vs. lambda-0 3:30/18

Paradigme de Programare — Andrei Olaru



Terminarea reducerii (reductibilitate) A
Exemplu si definitie

Q=(AX.(X X) AX.(X X)) = (AX.(X X) AX.(X X)) = ...

Q nu admite nicio secventa de reducere care se termina.

Exemplu ‘@

+ ‘ Expresie reductibila este o expresie care admite
(cel putin 0) secventa de reducere care se termina.

-expresia Q nu este reductibila.
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Secvente de reducere A

si terminare

Dar!

E=(Axy Q)

-y sau

—E—y sau
@%E%Eﬁy sau. ..
=)
S|—= y.n=0
T
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Secvente de reducere A
si terminare

Dar!

E=(Axy Q)

—y sau

—E—y sau
—E—-E—y sau. ..

*

% y,n>0
@ E are o secventa de reducere care nu se termina;
@ dar E are forma normala y = E este reductibilg;

@ lungimea secventelor de reducere ale E este
nemarginita.

Exemplu ‘@

Introducere  A-Expresii Reducere  Evaluare  1j si TDA Racket vs. lambda-0 3:31/18

Paradigme de Programare — Andrei Olaru



Forme normale A
Cum stim ca s-a terminat calculul?

- Calculul se termina atunci cand expresia nu mai poate fi
redusa — expresia nu mai contine -redecsi.

+ | Forma normala a unei expresii este o forma (la care
se ajunge prin reducere, care nu mai contine -redecsi i.e.
care nu mai poate fi redusa.
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Forme normale A
Este necesar sa mergem pana la Forma Normala?

+ | Forma normala functionala — FNF este o forma
Ax.F,in care F poate contine B-redecsi.

=N ‘ Exemplu
(AXAY.(X V) AXX) =>pNE AY.(AXX V) =N AY.Y

@ FN a unei expresii inchise este in mod necesar FNF.

@ intr-o FNF nu exista o necesitate imediata de a evalua
eventualii B-redecsi interiori (functia nu a fost inca
aplicata).
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Unicitatea formei normale
Rezultate

T \ Teorema Church-Rosser / diamantului Daca

E —* E; si E —»* E,, atunci exista Ej5 astfel incat E; —* E3
Sl E2 —* E3.

/ \
E E;

C ‘ Corolar Daca o expresie este reductibild, forma ei
normala este unica. Ea corespunde valorii expresiei.

Evaluare
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Unicitatea formei normale A
Exemplu

(AXAy.(x y) (Ax.X Y))

Exemplu ‘@
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Unicitatea formei normale A
Exemplu

(AXAy.(x y) (Ax.X Y))
@ S AZ((AXX Y) Z)=>Az(y Z) =g Aa.(y Q)

@ - (AXAYy.(x y) y) = Aw.(y w)—=qAa(y a

Exemplu ‘@
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Exemplu ‘@

Unicitatea formei normale A
Exemplu

(AXAYy.(x y) (Ax.X Y))
@ > AZ((AXX Y) Z)=>Az.(y Z) =g Aa(y a)

@ - (AXAYy.(x y) y) = Aw.(y w)—=qAa(y a

@ Forma normala corespunde unei clase de expresii,
echivalente sub redenumiri sistematice.

@ Valoarea este un anumit membru al acestei clase de
echivalenta.

= Valorile sunt echivalente in raport cu redenumirea.
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Modalitati de reducere A
Cum putem organiza reducerea?

+ ‘ Reducere stanga-dreapta: Reducerea celui mai
superficial si mai din stanga f-redex.

=N ‘ Exemplu
(Ax.x Ax.y) (AX.(X X) AXx.(X X)) = (Ax.y Q) =Yy

+ ‘ Reducere dreapta-stanga: Reducerea celui mai
adanc si mai din dreapta g-redex.

(=N ‘ Exemplu
(AX.(AXx.X AX.y) (AX.(X X) AX.(X X)))—
(AX.(AX.X AX.Y) Q) — ...
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Ce modalitate alegem? A

T ‘ Teorema normalizarii Daca o expresie este
reductibila, evaluarea stanga-dreapta a acesteia se
termina.

@ Teorema normalizarii (normalizare = aducere la forma
normald) nu garanteaza terminarea evaluarii oricarei
expresii, ci doar a celor reductibile!

@ Daca expresia este ireductibila, nicio reducere nu se va
termina.

Evaluare 3:37/18

Paradigme de Programare — Andrei Olaru



Raspunsuri la Tntrebari A

@ Cand se termina calculul? Se termina intotdeauna?
— se termina cu forma normala [functionala]. NU se
termina decéat daca expresia este reductibila.

@ Comportamentul depinde de secventa de reducere?
— DA.

© Daca mai multe secvente de reducere se termina,
obtinem intotdeauna acelasi rezultat?
— DA.

© Daca rezultatul este unic, cum il obtinem?
— Reducere stanga-dreapta.

©@ Care este valoarea expresiei?
— Forma normala [functionala] (FN[F]).
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Ordine de evaluare A
Tipuri

+ | Evaluare aplicativa (eager) — corespunde unei
reduceri mai degraba dreapta-stanga. Parametrii
functiilor sunt evaluati inaintea aplicarii functiei.

+ \ Evaluare normala (/azy) — corespunde reducerii
stanga-dreapta. Parametrii functiilor sunt evaluati la
cerere.

+ | Functie stricta — functie cu evaluare aplicativa.

+ | Functie nestricta — functie cu evaluare normala.

Evaluare 3:39/18
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Ordine de evaluare A
In practica

@ Evaluarea aplicativa prezenta in majoritatea limbajelor:
C, Java, Scheme, PHP etc.
(=N ‘ Exemplu
(+ (+23) (*x23)) - (+56) = 11
@ Nevoie de functii nestricte, chiar in limbajele aplicative:
if, and, or €etc.
(=) ‘ Exemplu

(if (<k23) (+23) (*x23) 5 (23 = #t — (+23)
— b
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Limbajul lambda-0 si incursiune in TDA
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Limbajul A A
Scop

@ Am putea crea o masina de calcul folosind calculul 4 —
masina de calcul ipotetica;

@ Masina foloseste limbajul Ay = calcul lambda;

@ Programul — A-expresie;
+ Legari top-level de expresii la nume.

@ Datele — A-expresii;

@ Functionarea masinii — reducere — substitutie textuala
e evaluare normalg;
e terminarea evaluarii cu forma normala functional;
e se folosesc numai expresii inchise.
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Tipuri de date A

Cum reprezentam datele? Cum interpretam valorile?

@ Putem reprezenta toate datele prin functii carora,
conventional, le dam o semnificatie abstracta.

(=) ‘ Exemplu
T =get AX.AY.X F =get AXAy.y

@ Pentru aceste tipuri de date abstracte (TDA) cream
operatori care transforma datele in mod coerent cu
interpretarea pe care o dam valorilor.

& ‘ Exemplu
not =g AX.((X F) T)
(notT)—» (Ax.(x F) T) T)=» (T F) T)=F
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TDA

Definitie

+ ‘Tip de date abstract - TDA — Model matematic al
unei multimi de valori si al operatiilor valide pe acestea.

: Componente
@ constructori de baza: cum se genereaza valorile;

@ operatori: ce se poate face cu acestea;
@ axiome: cum lucreaza operatorii / ce restrictii exista.
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TDA Bool A

Specificare

- Constructori: T: — Bool
| F: — Bool
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TDA Bool A

Specificare

T: — Bool

- Constructori: F- _ Bool

not: Bool — Bool
and: Bool? — Bool

- Operatori: or - Bool?2 — Bool
if: Boolx AxA—A
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TDA Bool A

Specificare

T: — Bool

- Constructori: F- _ Bool

not: Bool — Bool
and: Bool? — Bool

‘Operatori: | """ goor -, Bool
if : Bool x AxA— A
not: not(T)=F not(F)=T
Axiome: and: and(T,a)=a and(F,a)=F
or: or(T,a=T or(F,a)=a
if : if(T,a,b)=a if(F,a,b)=">b
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TDA Bool A

Implementarea constructorilor de baza

NI

A ‘ Intuitie bazat pe comportamentul necesar pentru if:
selectia intre cele doua valori

@ T =get AXAY.X

@ F=yet AXAY.y
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TDA Bool A

Implementarea operatorilor

@ if =4et ACAXAY.((C X) ¥)
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TDA Bool A

Implementarea operatorilor

@ if =g4et ACAXAY.((C X) ¥)

@ and =gt AX.AY.((X y) F)
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TDA Bool A

Implementarea operatorilor

@ if =gt ACAXAY.((C X) ¥)

@ and =g AXAy.((x y) F)
o ((and T) a)— (AxAy.(x y) F) TY a— (T a) F)— a
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TDA Bool A

Implementarea operatorilor

@ if =gt ACAXAY.((C X) ¥)

@ and =g AXAY.(x y) F)

o (and T) a)— ((AxAy.((xy) F) T)Y a—- (T a) F)—a
e ((and F) a)— ((AxAy.((x y) F) F) ay—((F a) F)—» F
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TDA Bool A

Implementarea operatorilor

@ if =gt ACAXAY.((C X) ¥)

@ and =g AXAY.(x y) F)

o ((and T) a)— (AxAy((x y) F) T) @~ (T a) F)—a
o ((and F) a)— (Ax-Ay.((x y) F) F) a)—((F a) F)—~F
@ Or =gt AXAY.((Xx T) y)
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TDA Bool A

Implementarea operatorilor

@ if =gt ACAXAY.((C X) ¥)

@ and =g AXAy.((x y) F)
o ((and T) a)— (AxAy.(x y) F) T) a
e ((and F) a)— (AxAy.((x y) F) F) a
@ Or =gt AXAY.((x T) y)
o (orT)a)—((AxAy.(x TYy) TYay— (T T)a—T
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TDA Bool

Implementarea operatorilor

@ if =gt ACAXAY.((C X) ¥)

@ and =g AXAy.((x y) F)
e ((and T) a)— ((AxAy.((x y) F)
e ((and F) a)— ((AxAy.((x y) F

@ Or =g AXAY.((x T) y)

o (orT)a)—((AxAy.(x TYy) TYay— (T T)a—T
o ((or F)ay— (AxAy(x TYy) F)a—=(F T) a —a
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TDA Bool A

Implementarea operatorilor

@ if =gt ACAXAY.((C X) ¥)

@ and =g AXAy.((x y) F)
o ((and T) a)— ((AxAy.(X ¥)
e ((and F) a)— (Ax.Ay.((x ¥)

@ Or =gt AXAY.((Xx T) y)

e (or Ya—=((AxAy.(x TYy) Y a—- (T T)a —T
o ((or F)ay— (AxAy(x TYy) F)a—=(F T) a —a
@ not =gt AX.((x F) T)
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TDA Bool A

Implementarea operatorilor

@ if =gt ACAXAY.((C X) ¥)

@ and =g AXAy.((x y) F)

@ ((and T) a)— (AxAy((x y) F) T)a)—- (T a F)—a
o ((and F) a)— (AxAy.((x y) F) F)ay—((F a) F)—=F
@ Or =4t AXAY.((X T) y)
o (orT)ya)—» (AxAy.(x T)y) Ty a—- (T T)a —T
o ((or F)ay—((AxAy((x TYy) F)ay—(F T)a —a
@ not =gt AX.((x F) T)
@ (not TY-»(Ax((x F) T) )T F) T)—=F
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TDA Bool A

Implementarea operatorilor

@ if =gt ACAXAY.((C X) ¥)

@ and =g AXAy.((x y) F)

@ ((and T) a)— (AxAy((x y) F) T)a)—- (T a F)—a
o ((and F) a)— (AxAy.((x y) F) F)ay—((F a) F)—=F
@ Or =4t AXAY.((X T) y)
o (orT)ya)—» (AxAy.(x T)y) Ty a—- (T T)a —T
o ((or F)ay—((AxAy((x TYy) F)ay—(F T)a —a
@ not =gt AX.((x F) T)
@ (not TY-»(Ax((x F) T) )T F) T)—=F
@ (not F)-»(Ax(x F) T) F)—((F F) T)=>T
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TDA Pair A

Implementare

@ Intuitie: pereche — functie ce asteapta selectorul,
pentru a-l aplica asupra membrilor
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TDA Pair A

Implementare

@ Intuitie: pereche — functie ce asteapta selectorul,
pentru a-l aplica asupra membrilor

@ fst=qet Ap.(P T)
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TDA Pair A

Implementare

@ Intuitie: pereche — functie ce asteapta selectorul,
pentru a-l aplica asupra membrilor

@ fst=qet Ap.(P T)
o (fst ((pair a) b)) — (Ap.(p T) Az.((z a) b)) —
(Az.((z a) b) T)— (T a) b)—a
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TDA Pair A

Implementare

@ Intuitie: pereche — functie ce asteapta selectorul,
pentru a-l aplica asupra membrilor

@ fst=qet Ap.(P T)
o (fst ((pair a) b)) — (Ap.(p T) Az.((z a) b)) —
(Az.((z a) b) T)— (T a) b)—a

@ snd =def lp(p F)

Introducere  A-Expresii Reducere Evaluare 15 si TDA  Racket vs. lambda-0 3:48/18
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TDA Pair A

Implementare

@ Intuitie: pereche — functie ce asteapta selectorul,
pentru a-l aplica asupra membrilor

@ fst=qet Ap.(P T)

o (fst ((pair a) b)) — (Ap.(p T) A ((Z a) b)) —
(2z.(z @) b) T) = ((T a) b)—

@ snd =def Ap.(p F)

° (snd ((pair a) b))~ (Ap.(p F) Az.(z &) b)) -
(Az.((z @) b) F)—((F @) b)— b

Introducere  A-Expresii Reducere Evaluare 15 si TDA  Racket vs. lambda-0 3:48/18

Paradigme de Programare — Andrei Olaru



TDA Pair A

Implementare

@ Intuitie: pereche — functie ce asteapta selectorul,
pentru a-l aplica asupra membrilor

@ fst=qet Ap.(P T)

o (fst ((pair a) b)) — (Ap.(p T) A ((Z a) b)) —
(2z.(z @) b) T) = ((T a) b)—

@ snd =def Ap.(p F)

° (snd ((pair a) b))~ (Ap.(p F) Az.(z &) b)) -
(Az.((z @) b) F)—((F @) b)— b

@ pair =4et AX.AYy.AZ.((Z X) ¥)
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TDA Pair A

Implementare

@ Intuitie: pereche — functie ce asteapta selectorul,
pentru a-l aplica asupra membrilor

@ fst=qet Ap.(P T)

o (fst ((pair a) b)) — (Ap.(p T) A ((Z a) b)) —
(2z.(z @) b) T) = ((T a) b)—

@ snd =def lp(p F)

° (snd ((pair a) b))~ (Ap.(p F) Az.(z &) b)) -
(Az.((z @) b) F)—((F @) b)— b

@ pair =4et AX.AYy.AZ.((Z X) ¥)
o ((pair a) b) = ((Ax.Ay.Az.((z x) y) @) b)—Az.((z a) b)
Introducere  A-Expresii  Reducere  Evaluare  Ag siTDA  Racket vs. lambda-0 3:48/18
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TDA List si Natural A
Implementare
@ Intuitie: lista — pereche (head, tail)
@ nil =4gi AX.T
@ COons =y pair
@ ((cons e) L)y— (AxAy.Az.((z x) y) e) L)y—=Az.((z e) L)
@ car =y fst cdr =gt SNd

\‘/

Intuitie: numar — lista cu lungimea egala cu valoarea
numarului

@ zero =y nil
@ succ =yt AN.((cons nil) n)
@ pred =y Cdr

-vezi si [http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus#Encoding_datatypes]
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http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus#Encoding_datatypes

Absenta tipurilor A

Chiar avem nevoie de tipuri? — Rolul tipurilor

@ Modalitate de exprimare a intentiei programatorului;

@ Documentare: ce operatori actioneaza asupra caror
obiecte;

@ Reprezentarea particulara a valorilor de tipuri diferite:
1, “Hello”, #t efc.;

@ Optimizarea operatiilor specifice;
@ Prevenirea erorilor;

@ Facilitarea verificarii formale;
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Absenta tipurilor A

Consecinte asupra reprezentarii obiectelor

@ Un numar, o lista sau un arbore, posibil desemnate de
aceeasi valoare!

@ Valori si operatori reprezentati de functii, semnificatia
fiind dependenta de context.

@ Valoare aplicabila asupra unei alte valori — operator!
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Absenta tipurilor A

Consecinte asupra corectitudinii calculului

@ Incapacitatea Masinii Ade a

e interpreta semnificatia expresiilor;
@ asigura corectitudinea acestora (dpdv al tipurilor).

@ Delegarea celor doua aspecte programatorului;

@ Orice operatori aplicabili asupra oricaror valori;

@ Constructii eronate acceptate fara avertisment, dar
calcule terminate cu
e valori fara semnificatie sau
e expresii care nu sunt valori (nu au asociata o
semnificatie), dar sunt ireductibile

— instabilitate.
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Absenta tipurilor A

Consecinte pozitive

@ Flexibilitate sporita in reprezentare;

@ Potrivita in situatiile in care reprezentarea uniforma
obiectelor, ca liste de simboluri, este convenabila.

...vin cu pretul unei dificultati sporite in depanare, verificare
si mentenanta
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Recursivitate A
Perspective asupra recursivitatii

-Cum realizam recursivitatea in 1y, daca nu avem nume de
functii?
@ Textuala: functie care se autoapeleaza, folosindu-si
numele;

@ Semantica: ce obiect matematic este desemnat de o
functie recursiva, cu posibilitatea construirii de functii
recursive anonime.
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Implementare length A
Problema

@ Lungimea unei liste:
length =4t AL.(if (null L) zero (succ (length (cdr L))))

@ Cu ce inlocuim zona subliniata, pentru a evita
recursivitatea textuala? (expresia pentru length nu este
inchisal)

@ Putem primi ca parametru o functie echivalenta
computational cu length?
Length =y AT L.(if (null L) zero (succ (f (cdr L))))

@ (Length length) = length — length este un punct fix al lui
Length!

@ Cum obtinem punctul fix?
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Combinator de punct fix A
mai multe la

[http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus#Recursion_and_fixed_points]

Fix = Af.(Ax.(f (x X)) Ax.(f (X X)))
@ (Fix F) — (Ax.(F (x x)) Ax.(F (x x))) —
(F (Ax.(F (x x)) Ax.(F (x x)))) — (F (Fix F))
@ (Fix F) este un punct fix al lui F.

Exemplu ‘@

@ Fix se numeste combinator de punct fix.

@ length =4¢ (Fix Length) ~ (Length (Fix Length)) ~
AL.(if (null L) zero (succ ((Fix Length) (cdr L))))

@ Functie recursiva, fara a fi textual recursival
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http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus#Recursion_and_fixed_points

Racket vs. lambda-0
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Racket vs. 2 A

Constructia expresiilor / sintaxa

A Racket
Variabila/nume x x
Functie Ax.corp (lambda (x) corp)
uncurry AX y.corp (lambda (x y) corp)
Aplicare (F A) (f a)
uncurry (F A1 A2) (f al a2)
Legare top-level - (define nume expr)
Program A-expresie colectie de legari
inchisa top-level (define)
Valori A-expresii / TDA valori de diverse
tipuri (numere, liste,
etc.)
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Racket vs. 2 A

Mai precis

@ similar cu 1, foloseste S-expresii (baza Lisp);

@ tipat — dinamic/latent
e variabilele nu au tip;

e valorile au tip (3, #f);

e verificarea se face la executie, in momentul aplicarii unei
functii;

@ evaluare aplicativa;
@ permite recursivitate textuala;
@ avem legari top-level.
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Sfarsitul cursului 3 A
Elemente esentiale

@ Baza formala a calculului A:

@ expresie A, B-redex, variabile si aparitii legate vs. libere,
expresie inchisa, a-conversie, B-reducere

@ FN si FNF, reducere, reductibilitate, evaluare aplicativa
si normala

@ TDA si recursivitate pentru calcul lambda
~+ Dati feedback la acest curs aici:
[https://docs.google.com/forms/d/e/
1FATpQLScs8NLzeHuCF3TenY3k9UO2HZKm_
1wJhA10ILErv75nX1bcOw/viewform]
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