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Calculul Lambda
A

@ Model de calculabilitate (Alonzo Church, 1932) — introdus
in cadrul cercetarilor asupra fundamentelor matematicii.

http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus

@ Echivalent cu Masina Turing (v. Teza Church-Turing)

e Axat pe conceptul matematic de functie — totul este
functie

e Calculul = evaluarea aplicatiilor de functii, prin substitutie
textuala

e Evaluare = obtinerea unei valori — functie!
e Absenta efectelor laterale si a starii
e Model formal

Introducere
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http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus

Aplicatii

ale calculului A

@ Aplicatii importante in
@ programare
e demonstrarea formala a corectitudinii programelor,

datorita modelului simplu de executie

@ Baza teoretica a numeroase limbaje:
LISP, Scheme, Haskell, ML, F#, Clean, Clojure, Scala,
Erlang etc.

Introducere
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A-Expres

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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A-expresii
Definitie

Definitia 7.1 (1-expresie).
@ Variabila: o variabila x este o A-expresie

@ Funciie: daca x este o variabila si E este o A-expresie,
atunci A1 x.E este o 1-expresie, reprezentand functia
anonima, unara, cu parametrul formal x si corpul E

@ Aplicatie: daca F si A sunt A-expresii, atunci (F A) este
0 A-expresie, reprezentand aplicatia expresiei F asupra
parametrului actual A

A-Expresii
........ 2:8/42
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A-expresii
Exemple

Exemplul 7.2.
@ x — variabila x

@ Ax.x — functia identitate
@ Ax.Ay.x — functie selector, cu alta functie drept corp!

Q (Ax.x y) — aplicatia functiei identitate
asupra parametrului actual y

Q (Ax.(XX)Ax.X)

@ Intuitiv, evaluarea aplicatiei (Ax.x y) presupune
substituirea lui x, in corp, prin y — rezultat y
Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Aparitii ale variabilelor
Definitii

Definitia 7.3 (Aparitie legata).
O aparitie x, a unei variabile x este legata intr-o expresie E
daca:

@ E=Ax.Fsau

@ E=... Axp.F ...sau

@ E=... Ax.F ...si xpaparein F.

Definitia 7.4 (Aparitie libera).
O aparitie a unei variabile este libera intr-o expresie daca nu
este legata in acea expresie.

@ Atentie! In raport cu o expresie data!

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Variabile
Definitii

Definitia 7.5 (Variabila legata).

O variabila este legata intr-o expresie daca toate aparitiile
sale sunt legate in acea expresie.

Definitia 7.6 (Variabila libera).

O variabila este libera intr-o expresie daca nu este legata in
acea expresie i.e. daca cel putin o aparitie a sa este libera
in acea expresie.

Definitia 7.7 (Variabila de legare).
Parametrul formal, x, al functiei A1 x.E.

@ Atentie! In raport cu o expresie data!

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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[Aparitii ale Jvariabilelor
Exemplu 1

Exemplul 7.8.

in expresia E = (Ax.x x), evidentiem aparitiile lui x:
(AX-]. Xo X3).
D

F
@ X, Xo inE

@ X3 in E

@ X in F!

o X inEsgiF

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare

............ 2:12/42
Paradigme de Programare — Andrei Olaru si Mihnea Muraru



[Aparitii ale Jvariabilelor
Exemplu 1

Exemplul 7.8.
in expresia E = (Ax.x x), evidentiem aparitiile lui x:
(AX-]. Xo X3).
D
F
@ Xy, Xo legate in E

@ X3 liberain E
@ X, liberain F!
@ x liberain E si F

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
............ 2:12/42
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[Aparitii ale Jvariabilelor
Exemplu 2

Exemplul 7.9.

In expresia E = (Ax.22.(z x) (z y)), evidentiem aparitiile:
(AX1.421.(Z2 X2) (23 ¥1))-
N —

F
@ Xy, Xo, Z1, Zo in E
@ Vi, Z3 inE
@z, 2 in F
@ X in F
o X in E, inF
oy in E
oz in E, in F
Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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[Aparitii ale Jvariabilelor
Exemplu 2

Exemplul 7.9.
In expresia E = (Ax.22.(z x) (z y)), evidentiem aparitiile:
(AX1.421.(Z2 X2) (23 ¥1))-

F

@ Xy, Xo, Z1, Zo legate in E

@ yy, z3 liberein E

@ 7y, zo legatein F

@ X, liberain F

@ x legata in E, dar libera in F

@ yliberain E

@ Z liberain E, dar legata in F

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Determinarea variabilelor libere si legate
O abordare formala

Variabile libere (free variables)
@ FV(x)={x}
@ FV(Ax.E)=FV(E)\ {x}
@ FV((Ey E5))=FV(E;)UFV(Ey)

Variabile legate (bound variables)
@ BV(x)=0
@ BV(Ax.E)=BV(E)u{x}
@ BV((Eq Ez)) =BV(Eq)\FV(E2)UBV(E2) \FV(Ey)

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Expresii inchise

Definitia 7.10 (Expresie inchisa).
Expresie ce nu contine variabile libere.

Exemplul 7.11.
@ (AX.X AXx.Ay.X) — inchisa
@ (Ax.x a) — deschisa, deoarece a este libera

@ Variabilele libere dintr-o A-expresie pot sta pentru alte
A-expresii — Ax.((+ x) 1).

e inaintea evaludrii, o expresie trebuie adusa la forma
inchisa.

@ Procesul de inlocuire trebuie sa se termine.

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Reducere

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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B-reducere
Definitji

Definitia 8.1 (5-reducere).

Evaluarea expresiei (Ax.E A), prin substituirea tuturor
aparitiilor libere ale parametrului formal al functiei, x, din
corpul acesteia, E, cu parametrul actual, A:

(AX.E A) —p Eja/x-

Definitia 8.2 (5-redex).
Expresia (Ax.E A) — 0 expresie pe care se poate aplica
B-reducerea.

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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B-reducere
Exemple

Exemplul 8.3.
@ (AXXY)—=p Xyx =Y
@ (AXAX.XY)
@ (AX.AY.XY)

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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B-reducere
Exemple

Exemplul 8.3.
@ (AXXY)—=p Xyx =Y
@ (AXAXXY) —p AX.Xy/x) — AX.X
@ (AX.AY.XY)

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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B-reducere
Exemple

Exemplul 8.3.
@ (AXXY)—=p Xyx =Y
@ (AXAX.XY)—p AX.Xjy/x] — AX.X
@ (AXAYXY)—=pAY Xy —AY.Y

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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B-reducere
Exemple

Exemplul 8.3.
@ (AXXY)—=p Xyx =Y
@ (AXAX.XY)—p AX.Xjy/x] — AX.X
@ (AX.Ay.Xy)—pAy.Xyx — Ay.y Gresit! Variabila libera y
devine legata, schimbandu-si semnificatia. — Ay(@ y(®)

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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B-reducere
Exemple

Exemplul 8.3.
@ (AXXY)—=p Xyx =Y
@ (AXAX.XY)—p AX.Xjy/x] — AX.X
@ (AX.Ay.Xy)—pAy.Xyx — Ay.y Gresit! Variabila libera y
devine legata, schimbandu-si semnificatia. — Ay(@_y(®)
Care este problema? (formal)

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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B-reducere
Coliziuni

@ Problema: in expresia (Ax.E A):

e FV(A)nBV(E) =0 — reducere intotdeauna corecta
e FV(A)NBV(E) # 0 — reducere potential gresita

@ Solutie: redenumirea variabilelor legate din E, ce
coincid cu cele libere din A.

Exemplul 8.4.
AXAYy.XY)— (AXAZXY) =g AZ Xy —AZY

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
................... 2:19/42
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B-reducere
Coliziuni

@ Problema: in expresia (Ax.E A):

e FV(A)nBV(E) =0 — reducere intotdeauna corecta
e FV(A)NBV(E) # 0 — reducere potential gresita

@ Solutie: redenumirea variabilelor legate din E, ce
coincid cu cele libere din A.

Exemplul 8.4.
AXAYXY) = a(AXAZXY) =g AZ Xjy/x) = AZ.Y

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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a-conversie
Definitie

Definitia 8.5 (a-conversie).

Redenumirea sistematica a variabilelor legate dintr-o
functie: Ax.E —4 Ay.Epy/x. Se impun doua conditii.

Exemplul 8.6.

@ AX.Y —a AY Yiy/x) = AY-Y
@ AXAY X = AYAY Xy/x) = AYAY.Y

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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a-conversie
Definitie

Definitia 8.5 (a-conversie).

Redenumirea sistematica a variabilelor legate dintr-o
functie: Ax.E —4 Ay.Epy/x. Se impun doua conditii.

Exemplul 8.6.
@ AX.Y —a AY.Yiy/x) — AYy.y — Gresit!
@ AXAY X = AYAY Xy/x) = AYAY.Y

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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a-conversie
Definitie

Definitia 8.5 (a-conversie).

Redenumirea sistematica a variabilelor legate dintr-o
functie: Ax.E —4 Ay.Epy/x. Se impun doua conditii.

Exemplul 8.6.
@ AX.Y —a AY.Yiy/x) — AYy.y — Gresit!
@ AXAY.X =g AY.AY Xy — Ay.Ay.y — Gresit!

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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a-conversie
Definitie

Definitia 8.5 (a-conversie).

Redenumirea sistematica a variabilelor legate dintr-o
functie: Ax.E —4 Ay.Epy/x. Se impun doua conditii.

Exemplul 8.6.

@ AX.Y —a AY.Yiy/x) — AYy.y — Gresit!

@ AXAY.X =g AY.AY Xy — Ay.Ay.y — Gresit!
Conditii:

@ y nu este liberain E

@ o aparitie libera in E ramane libera in Ey

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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o-conversie
Exemple

Exemplul 8.7.
@ AX.(XY)—qArZ.(zy)— Corect!

@ AXAX.(XY)—=a AYAX(XY)

@ AXAY.(Y X) =a AYAY.(Y )

@ AXAY.(Y V) =a AYAY.(VY)

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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a-conversie
Exemple

Exemplul 8.7.
@ AX.(XY)—qArZ.(zy)— Corect!

@ AXAX.(XY)—=a Ay AX.(xy) — Gresit! y este libera in
AX.(XxY)

@ AXAY.(Y X) =a AYAY.(Y )

@ AXAY.(Y V) =a AYAY.(VY)

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Paradigme de Programare — Andrei Olaru si Mihnea Muraru



a-conversie
Exemple

Exemplul 8.7.
@ AX.(XY)—qArZ.(zy)— Corect!

@ AXAX.(XY)—=a Ay AX.(xy) — Gresit! y este libera in
AX.(XxY)

@ AXAY.(y X) —a Ay.Ay.(y y) — Gresit! Aparitia libera a lui
x din 1y.(y x) devine legata, dupa substituire, in 1y.(y y)

@ AXAY.(Y V) =a AYAY.(VY)

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
..................... 2:21/42
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a-conversie
Exemple

Exemplul 8.7.
@ AX.(XY)—qArZ.(zy)— Corect!

@ AXAX.(XY)—=a Ay AX.(xy) — Gresit! y este libera in
AX.(XxY)

@ AXAY.(y X) —a Ay.Ay.(y y) — Gresit! Aparitia libera a lui
x din 1y.(y x) devine legata, dupa substituire, in 1y.(y y)

@ AXAY.(YY)—=aAy.Ay.(yy) — Corect!

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
..................... 2:21/42
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Reducere
Definitii

Definitia 8.8 (Pas de reducere).

O secventa formata dintr-o «-conversie si 0 g-reducere,
astfel incat a doua se produce fara coliziuni:
E1 — E2 = E1 —a E3 —>B E2.

Definitia 8.9 (Secventa de reducere).

Succesiune de zero sau mai mulli pasi de reducere:
E; —* E>. Reprezinta un element din inchiderea
reflexiv-tranzitiva a relatiei —.

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Reducere
Proprietati

°E1—>E2:>E1—>*E2
e E—E

o E1—)*E2/\E2—>*E3 — E1—>*E3

Exemplul 8.10.
@ (AXAY.(¥Y X)Y)Ax.X) = (AZ(ZY)AX.X) = (AXXY)—= Y
@ (AXAY.(Yy x)y)Ax.x)=*y

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Forme normale

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Intrebari

@ Cand se termina calculul? Se termina intotdeauna?
— NU

@ Comportamentul depinde de secventa de reducere?
— DA

© Daca se termina, obtinem intotdeauna acelasi rezultat?
— DA

© Daca rezultatul este unic, cum il obtinem?
— Reducere stanga-dreapta

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
......................... 2:25/42
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Forme normale
Definitii

Definitia 9.1 (Forma normala).

Forma a unei expresii, ce nu mai contine p-redecsi i.e. care
nu mai poate fi redusa.

Definitia 9.2 (Forma normala functionala — FNF).
Ax.F, chiar daca F contine B-redecsi.

@ FNF utilizata in programare, corpul unei funcitii fiind
evaluat de-abia in momentul aplicarii

Exemplul 9.3.
(AXAY (X Y)AXX) =N AY.(AXXY) =N AY.Y

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
.......................... 2:26/42
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Terminarea reducerii (reductibilitate)
Exemplu si definitie

Exemplul 9.4.
Q=(AX.(XX)AX.(X X)) = (AX.(X X) AXx.(X X)) =" ...
Q nu admite o secventa de reducere, care se termina.

Definitia 9.5 (Expresie reductibila).
Expresie ce admite o secventa de reducere, care se
termina.

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Secvente de reducere

Exemplul 9.6.
E=(xyQ)
-y

—E—y
—E—SE—y
"y n>0
=0

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
............................ 2:28/42
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Secvente de reducere

Exemplul 9.6.

E=(AxyQ)
-y
—E—y
—E—-E—y
%y, n>0
=

@ E are o secventa de reducere, care nu se termina, dar
are forma normala y. E este reductibila, Q nu.

@ Lungimea secventelor de reducere, care se termina,
este nemarginita.

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Unicitatea formei normale
Rezultate

Teorema 9.7 (Church-Rosser / diamantului).

Daca E —* E; si E —* E5, atunci exista Ej astfel incat
E1 —* E3 §I E2 —* E3.

—* By —*

E —* E5 —*

Es

Corolarul 9.8.

Daca o expresie este reductibila, forma ei normala este
unica. Ea corespunde valorii expresiei.

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
............................. 2:29/42
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Unicitatea formei normale
Exemple

Exemplul 9.9.

(AXAYy.(XY)(AX.XY))
@ S AZ((AXXY)Z)—=AZ.(Y Z) —a Aa(Y @)
@ —» (AXAYy.(XY)y)—=AW.(y w) —qra.(y a

@ Forma normala corespunde unei clase de expresii,
echivalente sub redenumiri sistematice.

@ Valoarea este un anumit membru al acestei clase.

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
.............................. 2:30/42
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Modalitati de reducere

Definitia 9.10 (Reducere stanga-dreapta).
Reducerea celui mai superficial si mai din stanga p-redex.

Exemplul 9.11.
((AXXAX.Y) (AX(X X)AX.(X X)) — (Ax.y Q)= Yy

Definitia 9.12 (Reducere dreapta-stanga).
Reducerea celui mai adanc si mai din dreapta g-redex.

Exemplul 9.13.
((AXXAX.Y) (AX(X X)AX.(X X)) = (AXx.y Q) —...

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
............................... 2:31/42
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Ce modalitate alegem?

Teorema 9.14 (Normalizarii).

Daca o expresie este reductibila, evaluarea stanga-dreapta
a acesteia se termina.

@ Teorema normalizarii nu garanteaza terminarea
evaluarii oricarei expresii, ci doar a celor reductibile!

@ Daca expresia este ireductibila, nicio reducere nu se va
termina.

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Evaluare

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Ordini de evaluare
Difera in diferite limbaje

Definitia 10.1 (Evaluare aplicativa — eager).

Corespunde reducerii dreapta-stanga. Parametrii functiilor
sunt evaluati inaintea aplicarii functiei.

Definitia 10.2 (Functie stricta).
Functie cu evaluare aplicativa.

Definitia 10.3 (Evaluare normala — lazy).

Corespunde reducerii stanga-dreapta. Parametrii functiilor
sunt evaluati la cerere.

Definitia 10.4 (Functie nestricta).
Functie cu evaluare normala.

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
.................................. 2:34/42
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In practica

@ Evaluarea aplicativa prezenta in majoritatea limbajelor:
C, Java, Scheme, PHP etc.

Exemplul 10.5.
+ (+23) (*x23) - (+56) = 11

@ Nevoie de functii nestricte, chiar in limbajele aplicative:
if, and, or etc.

Exemplul 10.6.

(< 23) — #t
_—

(if (< 23) (+23) (x223)) (+23) —» 5

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Transferul parametrilor

@ Evaluare aplicativa
e Call by value
e Call by sharing
e Call by reference
e Call by copying

@ Evaluare normala

e Call by name
e Call by need

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
.................................... 2:36/42
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AW N =

Call by value

Exemplul 10.7.

// C sau Java 1 // C

void f(int x) { 2 void g(struct str s) {
x = 3; 3 s.member = 3;

} 4}

Efectul liniilor 3 este invizibil la apelant.

@ Evaluarea parametrilor inaintea aplicatiei functiei si
transferul unei copii a valorii acestuia

@ Modificari locale invizibile la apelant
@ C, C++, tipurile primitive in Java

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
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Call by sharing

@ Varianta a call by value
@ Trimiterea unei referinte la obiect
@ Modificari locale asupra referintei invizibile la apelant

@ Modificari locale asupra obiectului referit vizibile la
apelant

@ Scheme, tipurile referinta in Java

@ Diferenta fata de C, unde o structura trimisa ca
parametru este complet copiata

Evaluare
...................................... 2:38/42
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Call by reference

@ Trimiterea unei referinte la obiect

@ Modificari locale asupra referintei si obiectului referit
vizibile la apelant

@ Folosirea & in C++

Introducere A-Expresii Reducere Forme normale Evaluare
....................................... 2:39/42
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Call by name

@ Argumente neevaluate in momentul aplicarii functiei —
substitutie directa (textuald) in corpul functiei

@ Evaluare parametrilor la cerere, de fiecare data cand
este nevoie de valoarea acestora

Evaluare
........................................ 2:40/ 42
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Call by need

@ Varianta a call by name

@ Evaluarea unui parametru doar la prima utilizare a
acestuia

@ Memorarea valorii unui parametru deja evaluat si
returnarea acesteia in cazul utilizarii repetate a aceluiagi
parametru

@ n Haskell

Evaluare
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Sfarsitul cursului 2

Ce am invatat

-Baza formala a calculului A, expresie 1, legat vs. liber,
expresie inchisa, a-conversie, g-reducere, FN si FNF,
reductibilitate, evaluare aplicativa si normala, call by x.

Evaluare
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