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1 Introducere

Scopul acestei teme 1l reprezinta familiarizarea cu probleme de satisfacere
a restrictiilor (CSP - constraint satisfaction problem), arc-consistenta, algo-
ritmi de rezolvare a acestor probleme si cu limbajul de programare Prolog.

2 Algoritmi pentru rezolvarea CSP

2.1 Problema satisfacerii restrictiilor

O problema de satisfacere a restrictiilor este descrisa printr-un set de vari-
abile X, o multime de domenii finite de valori pentru acestea D (vom nota
domeniul variabilei z € X astfel: D(z)) si un set de constrangeri C. O
constrangere ¢ € C descrie o relatie intre o multime de variabile Vars(c)
(desigur, Vars(c) € X).

O solutie pentru o astfel de problema este reprezentata de o instatiere a
variabilelor din X cu valori ce satisfac toate restrictiile C.

2.2 GAC3

Arc-consistenta reprezinta o metoda pentru propagarea restrictiilor (elimi-
narea din domeniile variabilelor a unor valori care nu pot face parte dintr-o
solutie a problemei). Arc-consistenta este obtinuta atunci cand pentru fie-
care valoare din domeniul unei variabile si pentru orice restrictie care implica



acea variabila exista o instantiere a tuturor variabilelor implicate care contine
acea valoare astfel incat restrictia sa fie satisfacuta.

AC3 este un algoritm pentru impunerea arc-consistentei asupra domeni-
ilor de valori ale variabilelor unei probleme descrise prin restrictii. AC3 a
fost ulterior generalizat pentru hiperarce, restrictii descrise prin relatii intre
mai mult de 2 variabile, aceasta varianta fiind numita GAC3. Pseudocodul
GAC3 este dat in Algoritmul 1.

Algoritmul 1 GAC3
Intrari: setul de variabile X, domeniile de valori D, hiperarcele de verificat
H, setul de constrangeri C
Iesire: domeniile de valori ce respecta constrangerile D
1: cat timp H # & executa
2:  select (x,c) from H
H — H\{(z, c)}
D* «—Revise(z, D, ¢)
daca D(z) # D} atunci
D(z) — DZ
H«— Hu{(y,c)lc e CAc #crzeVars(c)ryeVars(c)ry #
}
8: termina daca
9: termina cat timp

Algoritmul GAC3 [2] primeste variabilele problemei X, domeniile aces-
tora D (prin conventie domeniul variabilei x este D(xz)), un set de hiperarce
ce trebuie verificate H (un hiperarc este o pereche (z,c): x este o variabila
al carei domeniu trebuie verificat in raport cu constrangerea c¢) si multimea
tuturor constrangerilor problemei C. GAC3 considera la fiecare pas un hipe-
rarc (care corespunde unei restrictii) si o variabila x. Ceea ce se urmareste
la un ciclu este eliminarea tuturor valorilor din domeniul lui z pentru care
restrictia corespunzatoare hiperarcului nu poate fi satisfacuta. Verificarea
se realizeaza cu ajutorul functiei Revise (Algoritmul 2) care pentru fiecare
valoare v din domeniul variabilei x cauta un set de valori suport 7 pentru
care sa fie satisfacuta restrictia. Daca un astfel de set suport nu este gasit,
valoarea v este eliminata din domeniul lui z.

Multimea suport 7 contine o instantiere a tuturor variabilelor implicate
in restrictia ¢ (Vars(c)) in care x are valoarea v. De aceea, pentru hiperarce



cu un numar mare de variabile implicate, cautarea acestei multimi poate
reprezenta o operatie foarte costisitoare.

Algoritmul 2 Revise
Intrari: variabila x, domeniile de valori D, restrictia ¢
Iesire: domeniul de valori ale lui x care au suport D,
1: D, «— D({E)
2: pentru toate v e D, executa
3:  daca —3r,7te X D(z;),7 satisface ¢ A 7(x) = v atunci

z;€Vars(c)
5 D, — D\u)
5. termina daca

6: termina ciclu

Daca dupa aplicarea functiei Revise pentru un hiperarc domeniul varia-
bilei x este redus, atunci se verifica domeniile tuturor variabilelor care apar
impreuna cu x intr-o constrangere (diferita de ¢). Drept urmare, pentru orice
constrangere ¢ care implica variabila z se adauga cate un hiperarc pentru
fiecare alta variabild y € Vars(c),y # x.

Algoritmul se opreste atunci cand nu mai exista hiperarce de verificat sau
cand cel putin unul dintre domeniile de valori este vid (in acest caz, nu exista
solutie).

2.3 MAC

Una dintre tehnicile clasice de rezolvare a problemelor de satisfacere a restrictiilor
o reprezinta algoritmul backtracking, algoritm complet (gaseste solutiile pro-
blemei, daca acestea exista). De cele mai multe ori, se doreste o optimizare
a algoritmului backtracking prin reducerea spatiului de cautare chiar in tim-
pul rularii algoritmului. O metoda de optimizare o reprezinta impunerea si
mentinerea arc-consistentei la fiecare pas al algoritmului (atat timp cat exista
variabile neinstantiate). Metoda a fost propusa de Gaschnig [1], iar algorit-
mul este cunoscut dupa acronimul MAC (Maintaining Arc Consistency).
Inainte de inceperea cautirii se aplici un algoritm pentru obtinerea arc-
consistentei verificandu-se toate hiperarcele posibile. Apoi, la fiecare nod
al arborelui de cautare, se impune arc-consistenta pentru acele restrictii co-
respunzatoare variabilei instantiate in acel nod. Mai precis, daca variabila
x este cea instantiata la pasul curent, se va impune arc-consistenta pentru



toate hiperarcele (y,c) unde ¢ € C este o constrangere cu x € Vars(c), iar
y € Vars(c)\{z}.

Pentru reducerea spatiului de cautare (a domeniilor variabilelor) la rula-
rea algoritmului backtracking se pot impune restrictii locale de consistenta
mai puternice decat arc-consistenta, dar, in general, MAC reprezinta un com-
promis bun intre costul propagarii restrictiilor si dimensiunea spatiul efectiv
explorat.

3 Cerinte

In aceasta tema se cere implementarea unui program in Prolog care sa rezolve
probleme de satisfacere a restrictiilor folosind algoritmul MAC. Tema este
impartita in trei parti:

e implementarea algoritmului GAC3 pentru obtinerea arc-consistentei;

e implementarea algoritmului MAC pentru gasirea tuturor solutiilor unei
probleme de satisfacere a restrictiilor;

e codificarea unei probleme in CSP si in programul implementat.

3.1 Cerinta 1 (0.7p): Algoritmul GAC3

Sa se scrie un predicat in Prolog gac3/5 pentru impunerea arc-consistentei
asupra domeniilor de valori ale variabilelor folosind algoritmul GAC3:

gac3(+Vars,+Domains,-RevDomains, +HyperArcs,+Constraints)
unde:

Vars reprezinta multimea tuturor variabilelor problemei si este o lista de
variabile Prolog;

Domains reprezinta lista domeniilor de valori ale variabilelor din Vars;

RevDomains reprezinta lista domeniilor de valori dupa impunerea arc-
consistentei;

e Toate cele trei liste: Vars, Domains, RevDomains vor avea
aceasi lungime, iar corelarea se va face prin pozitia in cadrul listei.



HyperArcs reprezinta lista hiperarcelor ale caror restrictii trebuie verificate
(multimea H din Algoritmul 1);

e Un hiperarc va fi reprezentat astfel:
hyperarc(X,Ys,Constraint)

unde X este variabila al carei domeniu este verificat pentru consistenta,
Ys reprezinta lista celorlalte variabile implicate de constrangerea
respectiva, iar Constraint reprezinta o expresie valida in Pro-
log ce contine variabilele din [X|Ys] a carei satisfacere poate fi
verificata dupa instantierea acestora.

Constraints reprezinta lista tuturor restrictiilor problemei (necesara pentru
obtinerea hiperarcelor)

e o constrangere va fi reprezentata astfel:
constraint(Vars,Constraint)

unde Vars este o lista de variabile (implicate de constrangerea
respectiva), iar Constraint reprezinta o expresie valida in Prolog
ce contine variabilele din Vars a carei satisfacere poate fi verificata
dupa instantierea acestora.

Atentie, lista initiala de hiperarce (H in Algoritmul 1) este reprezentata
de variabila HyperArcs, nu trebuie construita!

3.2 Cerinta 2 (0.3p): Algoritmul MAC

Sa se scrie un predicat in Prolog pentru rezolvarea de probleme descrise prin
restrictii. Predicatul solveCSP/4 va fi construit astfel:

solveCSP(+Vars,+Domains,+Constraints,-Solution)

unde:

Vars reprezinta variabilele problemei si este o lista de variabile Prolog;
Domains reprezinta domeniile de valori si este o lista de liste de constante;

Constraints reprezinta constrangerile problemei si se reprezinta astfel:



constraint (CVars,Relation)

unde CVars reprezinta o lista de variabile Prolog (neinstantiate), iar
Relation este o expresie Prolog ce se poate evalua dupa instantierea
tuturor variabilelor din CVars.

Programul trebuie sa construiasca si sa instantieze pe rand variabila
Solution cu toate solutiile problemei. O solutie va fi reprezentata de o
lista de valori pentru variabilele problemei (in exact aceeasi ordine).

3.3 Cerinta 3 (Bonus): Codificarea unei probleme uti-
lizand constrangeri

Asemeni exemplelor oferite, se cere reprezentarea Problemei lui Finstein fo-
losind restrictii si rezolvarea acesteia cu programul scris anterior. Trebuie
identificate variabilele, domeniile acestora, precum si constrangerile proble-
mei.

Problema spune ca in cinci case asezate de-a lungul unui drum locuiesc
cinci barbati de nationalitati diferite care fumeaza cinci marci diferite de
tigari, au cinci bauturi preferate diferite si cinci animale de companie diferite.
In plus, se stiu urmatoarele:

e Englezul locuieste in casa rosie.

e Suedezul are caini.

e Danezul bea ceai.

e (Casa verde este in stanga celei albe.

e Stapanul casei verzi bea cafea.

e Fumatorul de Pall Mall creste pasari.

e Stapanul casei galbene fumeaza Dunbhills.
e Omul din casa din mijloc bea lapte.

e Norvegianul locuieste in prima casa.

e Fumatorul de Blend are un nebun ce tine pisici.
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Fumatorul de Blue Masters bea bere.

Barbatul care are cai locuieste langa fumatorul de Dunhill.

Germanul fumeaza Prince.

e Norvegianul locuieste langa casa albastra.

Fumatorul de Blend are un vecin a carui bautura favorita este apa.

Scrieti o regula care sa afle nationalitatea celui care creste pesti.

einstein(Nationality) .

3.4 Detalii despre trimiterea temei

Toate predicatele corespunzatoare cerintelor de mai sus se vor scrie intr-
un singur fisier Prolog denumit tema4.pl. In acest fisier veti adauga si
urmatoarele trei fapte (adaptate la datele personale):

nume (’Messi’).
prenume (’Lionel’) .
grupa(’FC Barcelona’) .

Comentati codul si dati nume sugestive predicatelor auxiliare pe care le
mai scrieti.

Se incurajeaza adaugarea unui fisier README, mai ales in cazul temelor
incomplete.

Toate fisierele se vor pune intr-o arhiva cu numele
NumePrenume_SeriaGrupa_Tema3PP.zip

4 Exemplu

In aceasts sectiune se va detalia un exemplu de impunere a arc-consistentei
folosind algoritmul AC3.

Problema este cea reprezentata in Figura 1. Vom considera ca domeniile
de valori sunt {r, g,b} pentru toate cele cinci variabile {A, B,C, D, E}.

Pentru a limita numarul solutiilor, intrucat nu conteaza care este valoarea
culoarii unei tari, ci doar ca aceasta sa fie diferita de cea a tarilor vecine,
vom impune printr-o restrictie ca tara A sa primeasca valoarea a, iar tara B
culoarea g. Restrictiile problemei, vor fi, deci:
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Figura 1: Harta pentru exemplul din sectiunea 4

e constraint([A], A =r)

e constraint([B], B = g)

e constraint([A, B], A # B)
o constraint([A,C], A # C)
e constraint([A, D], A # D)
e constraint([B,C], B # C)
e constraint(|B, E|, B # FE)
e constraint([C, D],C # D)
o constraint([C, E],C # E)
o constraint(|D, E|,D # E)

Toate hiperarcele ce se pot construi din acest set de restrictii sunt:

o hyperarc(A,[], A =r)



{1, B =19)
[B

e hyperarc
e hyperarc

e hyperarc

o hyperarc(A, D], A # D), hyperarc(D,|A], A # D)

), hyperarc(C,[B], B # C)
o hyperarc(B,|E|, B # E), hyperarc(E,[B], B # E)
o hyperarc(C,|[D],C # D), hyperarc(D, |C],C # D)

B

e hyperarc

(B

(4, 8],
(4,1C],
(4, [D],

e hyperarc(B,[C],B # C

(B, [E],
(C, [D],
(C, [E],
(D

o hyperarc(D,[E],D # E), hyperarc(E,[D], D # E)

Acestea vor forma multimea H.

Algoritmul AC3 nu specifica ordinea in care hiperarcele ce trebuie verifi-
cate sunt prelucrate. Se observa ca doar primele hiperarce ar putea produce
modificari domeniilor de valori.

Putem presupune, pentru claritatea demonstratiei, ca hiperarcele cu 2
variabile au fost prelucrate fara a produce schimbari domeniilor de valori.

Ciclul 1

D= {DA = {T7ga b}vDB = {Taga b}7-DC = {raga b}7DD = {T,g,b},DE = {T7gu b}}

H = {hypemrc(A, [, A =r), hyperarc(B,[], B = g)}

Multimea hiperarcelor contine doar 2 hiperarce. Se verifica primul si
efectul este reducerea domeniului de valori al lui @ la {r}. Se vor adauga in
H urmatoarele hiperarce care leaga A de alte variabile:

e hyperarc(B,[A], A # B),
o hyperarc(C,[A], A # C),
e hyperarc(D,[A], A # D).



Ciclul 2

D= {DA = {’I"},DB = {ragab}aDC’ = {T,g,b},DD = {Taga b}7DE = {T7g7b}}

H = { hyperarc(B,[], B = g), hyperarc(B, [A], A # B),
hyperarc(C,[A], A # C), hyperarc(D, |[A], A # D) }

Se prelucreaza hiperarcul hyperarc(B,[], B = g), iar domeniul de valori
al lui B este redus la {g}. Drept urmare, se vor adauga in H:

o hyperarc(A,|B],A # B),
e hyperarc(C,[B],B # C),
e hyperarc(E,[B],B # E).

Ciclul 3

D = {DA ={r},Dp = {9}, Dc = {r,g,b}, Dp = {r,g,b}, D = {r,g,b}}

H = { hyperarc(B, [A], A # B), hyperarc(C,[A], A # C),
hyperarc(D,[A], A # D), hyperarc(A, [B], A # B),
hyperarc(C,[B], B # C), hyperarc(E,[B], B # E) }

Se alege hyperarc(B,[A],A # B). Cum domeniul lui B contine doar
valoarea g, iar domeniul lui A contine r, (r, g) reprezinta un suport pentru

valoarea g. Domeniul lui B este consistent, deci nu se adauga nimic in
multimea H.

Ciclul 4
D = {DA = {T}aDB = {g}aDC = {Taga b}vDD = {rmg?b}aDE = {T,g,b}}

H= { hyperarc(C, [A], A # C), hyperarc(D, [A], A # D),
hyperarc(A,|B], A # B), hyperarc(C,|B], B # C),
hyperarc(E,[B], B # E) }
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Se alege pentru verificare hyperarc(C,[A],A # C). Domeniul lui C

inaintea acestui ciclu era {r, g, b}. Singura valoarea care nu are suport este r,
care va fi eliminata. Domeniul lui C' devine, deci, {g, b}, iar in H se adauga
toate hiperarcele catre ¢ (mai putin cel apartinand relatiei A # C') :

e hyperarc(B,|C],B # C)
e hyperarc(D,[C],C # D)
e hyperarc(E,[C],C # E)

Ciclul 5
D = {DA = {T’},DB = {g}>DC = {g7b}7DD = {rmg?b}vDE = {Tvgvb}}

H= { hyperarc(D,|A], A # D), hyperarc(A, |B], A # B)

hyperarc(C,[B], B # C), hyperarc(E,[B],B # E
hyperarc(B, [C], B # C), hyperarc(D, [C],C # D

hyperarc(E,|C],C # E) }

Se prelucreaza hyperarc(D,[A], A # D) si se elimina din Dp valoarea
Se vor adauga toate hiperarcele catre D, mai putin inversul celui abia

~—

r.
prelucrat.

Ciclul 6
D = {DA = {r}aDB = {g}vDC = {97 b}7DD = {97 b}7DE = {T7g7b}}

H ={ hyperarc(A, [B], A # B), hyperarc(C,[B], B # C),

hyperarc(E,[B], B # E), hyperarc(B, [C], B # C),

hyperarc(D,[C],C # D), hyperarc(E,[C],C 75 E),
(

E.[
hyperarc(C, D], C # D), hyperarc(E,|D], D # E) }

Verificarea hiperarcului hyperarc(A, [B], A # B) nu va aduce modificari

domeniului lui A

)
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Ciclul 7
D = {DA = {r}aDB = {g}vDC = {97 b}7DD = {97 b}7DE = {T7g7b}}

H = { hyperarc(C,|B], B # C), hyperarc(E,|B], B # E),
hyperarc(B, [C], B # C), hyperarc(D, [C],C # D),
hyperarc(E,|[C],C # E), hyperarc(C,|[D],C # D),

hyperarc(E,[D], D # E) }

In ciclul al saptelea se va impune arc-consistenta pentru hyperarc(C, |B], B #
(), fiind eliminate acele valori din D¢ care nu au suport in Dg. Cum dome-
niul lui B are doar valoarea g, aceasta va fi eliminata din D,.. Se va adauga
un singur hiperarc in H:

o hyperarc(A,|[C], A # C).

Celelalte se gaseau deja in H.
Pentru optimizare, se poate sterge din H hiperarcul invers: hyperarc(B, [C], B #

Q).

Ciclul 8
D= {DA = {T}yDB = {g}aDC = {b}aDD = {g7b}7DE = {Tv.gvb}}
H = { hyperarc(E,[B], B # E), hyperarc(D, [C],C # D

I,
hyperarc(E,[C],C # E), hyperarc(C,|D],C # D
hyperarc(E,[D], D # E), hyperarc(A, [C], A # C)

),
)

Y

Impunerea arc-consistentei pentru hiperarcul hyperarc(E,[B],B # FE)
va duce la eliminarea valorii g din domeniul lui £.

Ciclul 9
D

{Da = (), Ds = {9}, De: = {8}, D = (9.}, Dz = (.1}

D.[C],C # D), hyperarc(E,[C],C # E),

(
hyperarc(C,[D],C # D), hyperarc(E,[D],D # E),
hyperarc(A,|C], A # C), hyperarc(C,|E],C # E),

hyperarc(D,[E],D # E) }

H= { hyperarc
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Impunerea arc-consistentei pentru hiperarcul hyperarc(D,[C],C # D)
va duce la eliminarea valorii b din domeniul lui D.

Ciclul 10

D = { D4 = {r}, D5 = {g}, De = {b}, D = {g}, D = {r,b}}

[

H = { hyperarc(E,[C],C # E), hyperarc(E,[D], D # E),
hyperarc(A,|C], A # C), hyperarc(C,|E],C # E),
hyperarc(D,[E], D # E), hyperarc(A,[D], A # D)

[S—]

Impunerea arc-consistentei pentru hiperarcul hyperarc(E,[C],C # E)
va duce la eliminarea valorii b din domeniul lui £.

Ciclurile 11-n
D = {Di = {}, Ds = {9}, De = (b}, Do = {9}, D = {r}}

De aici, algoritmul va verifica pe rand fiecare hiperarc din H, fara a mai
elimina valori din D.

5 Testare

Alaturi de acest document se gaseste fisierul Prolog tests.pl, unde sunt
reprezentate mai multe probleme folosind restrictii si sunt construite o serie
de teste ce pot fi folosite pentru verificarea implementarilor.

Cele 4 probleme sunt:

Colorarea hartilor Exemplele 0 si 1. Scopul este acela de colora o harta
fara a folosi aceeasi culoare pentru doua tari vecine. Restrictiile se
pun asupra perechilor de variabile corespunzatoare perechilor de state
vecine.

In testul Ob, din codul de mai jos s-a codificat exemplul din sectiunea
anterioara. Regula testOb confrunta solutiile construite de solveCSP
cu cele 2 solutii corecte.
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Listing 1: Testul Ob pentru colorarea hartilor
solve0 (S):— Vars=[A,B,C,D,E],
Domainsz[[r7g’b] 7[r7g7b:| 7[r7g?b] 7[r’g7b] ’[r’g7b]] 9
Constraints=[constraint ([A] ,A==r),

constraint ([A,B] ,A\==B), constraint ([A,C] ,A\==C),
constraint ([A,D] ,A\==D), constraint ([B,C] ,B\==C),
constraint ([B,E] ,B\==E), constraint ([C,D] ,C\==D),
constraint ([C,E] ,C\==E) , constraint ([D,E] ,D\==E)] ,
solveCSP (Vars, Domains, Constraints ,S).

testOb:—bagof(S,solve0(S),L), ok(L,[[r,g,b,g,r],[r,b,g

Patratul fermecat Exemplul 2. Se da un patrat de dimensiune 3x3. Sa se
completeze cu cifrele de la 1 la 9 astfel incat sumele liniilor, coloanelor
si diagonalelor sa fie 15.

Problema are 9 variabile: {Xi1, X2, X13, Xo1, Xo9, Xo3, X31, X32, X33},
toate avand acelasi domeniu: {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Constrangerile
problemei includ relatiile aritmetice dintre celulele patratului:

o X1+ X+ Xi3=15

o Xoi + Xoo+ Xo3 =15

o X3+ X350+ X33 =15

o X1+ Xo1+ X3 =15

o X+ Xoo+ X3 =15

o X3+ Xoz+ X33 =15

o X1+ X+ X33 =15

o X3+ Xoo+ X33 =15

, dar si faptul ca cele 9 celule trebuie sa aiba valori diferite. Aceasta
ultima constrangere poate fi reprezentata printr-o singura relatie:

o allDif ferent(X11, X1, X13, Xo1, Xoo, X3, Xa1, X2, X3)
sau prin constrangeri separate pentru toate perechile de variabile:

o Xi; # Xpo
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o Xo3 # X33

In fisierul tests.pl se gaseste reprezentarea in Prolog a acestei pro-
bleme.

N-Queens Exemplul 3 si 4. Sa se aseze pe o tabla de sah de dimensiune
N x N N regine astfel incat acestea sa nu se atace intre ele. Exem-
plul 3 codifica problema 6-Queens, in timp ce Exemplul 4 construieste
problema N-Queens pentru un N dat.

SEND+MORE=MONEY Exemplul 5. Se cere rezolvarea acestui puzzle cripto-
aritmetic prin gasirea cifrelor care corespund literelor si fac relatia arit-
metica adevarata.

Exista sase teste pentru arc-consistenta (predicatul gac3) - testele cu
sufixul a - si sase teste pentru gasirea tuturor solutiilor problemelor descrise
mai sus - testele cu sufixul b.

Pentru rularea unui test individual folositi regulile: testOa, testOb, ...,
testbb.

Pentru a verifica toate testele folositi testall.
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