Capitolul 6

Extremele functiilor, formule
Taylor

Vom reaminti, pentru nceput, problematica extremelor functiilor de o vari-
abila .

Extrem local. Fie f : A — R, A C R, multime deschisa gi a€A.
Spunem c& punctul a este un minim local (maxim local) pentru functia f
daci existd o vecinatate V' a punctului a astfel incat f(a)=f(z) (f(a)>f(z))
pentru orice z€V. Un punct de minim local sau de maxim local se numeste
punct de extrem local .

Teorema 6.1. (Fermat) Fie a un punct de extrem local pentru functia |
derivabild in a. Atunci fi (a)=0.

Demonstratie. S& presupunem cd a este un minim local. Atunci f(z) —

f(a) = 0 intr-un interval deschis centrat in a. Rezulta c& W < 0 pen-

fo=fa) _ pentru z>a. Trecand la limita obtinem rezultatul.

tru z<a gi == —
O

Demonstratia simpla de mai sus este importantaa pentru ca arata rolul
jucat de faptul ca functia este definitda pe o multime deschisa . Anularea
derivatei este doar o conditie necesara de extrem pentru functii derivabile.
Astfel functia f, f(z)=2> are derivata nula in a=0, dar 0 nu este un extrem
local pentru f. Din teorema de mai sus rezulta ca , pentru functii derivabile
pe multimi deschise rezolvarea ecuatiei f (x)=0 oferd puncte ”candidate” la
a fi extreme locale, dar pentru stabilirea celor care sunt extreme locale este
nevoie de noi rezultate.

Pentru a obtine conditii suficiente de extrem vom folosi formula Taylor (im-
portantd gi in alte contexte).

Polinom Taylor. Fie f o functie cu valori reale si a€R astfel incat
existéi derivata de ordin n=1, f™ (a). Polinomul

f'(a) ' (a) f"(a)

P.(a,z, f) = f(a) + T (x—a)+ 51 (:c—a)2+,...7+T(:c—a)"
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se numeste polinomul Taylor de ordin n al functiei f in a. Polinomul
Taylor de ordin n are aceeasi valoare si aceleagi derivate pana la ordinul n,
cu f, in punctul a. In acest sens poate fi considerat o ”aproximare” a functiei
f In vecinatatea punctului a.

Diferenta Ry (a,z, f) = f(x) — Py(a,x, f) este "restul” in aceastd aproxi-
mare.

Propozitia 6.1. Fie f ca in definitia de mai sus. Atunci lim W =0.
r—a

Formula Taylor-Young. Fie f ca maisus. Sa definim functia p punénd
p(z) = % dacd z # 0 si p(x) = 0 dacd x = 0. Atunci p este continui

in a si:

f™(a)

n!

(z—a)+ (z—a)"+p(z)(z—a)"
(formula Taylor-Young).

Formula Taylor-Lagrange. Fie f : I — R, I un interval deschis si
a,2€L. Daca f este de clasa C™*! | n=0, atunci existd un punct ¢ intre a
si z astfel incat:

flx) = f(a)+f1—(f’)(:c—a)+. . .—I—W(x—a)’q— f(:ﬁl()c!) (x—a)"T!( formula

Taylor-Lagrange).
Remarcam ca , pentru n=0, regasim formula de cresteri finite Lagrange.
Revenind la problema extremelor functiilor avem:

Propozitia 6.2. (conditie suficientd de extrem). Fie functia f deriv-
abild de n ori, n=2, in punctul a€R astfel incdt fi (a)=0, /"' (a)=0,...,
=Y (a)=0, £ (a)#0. Dacd n este numdr par, atunci a este un punct de
extrem local pentru f ( pentru f) (a)>0, minim local iar pentru {7 (a)<0
maxim local). Daca n este impar, atunci a nu este punct de extrem local.

Demonstratie. Cu o evidentd modificare de notatie formula Taylor-Young
se scrie f(z) = f(a) + fT(,a)(x —a)" + a(z) (z — a)", a(z) = 0,a(a) = 0.

“nl
Deducem f(z) ~ f(a) =(/"(a) + a(2)) E51"
Daca n este numar par f™(a)+a(x) are semnul lui f™(a) intr-o vecinitate
a punctului a etc. O

Vom trece la studiul extremelor locale ale functiilor de mai multe vari-
abile. Definitia punctelor de extrem local este analoaga celei din cazul unei
singure variabile.

Extrem local. Fie f : A — R, A CR", multime deschisa si a€A.
Spunem c& punctul a este un minim local (maxim local) pentru functia f
dacd exista o vecindtate V' a punctului a astfel incat f(a)<f(z) (f(a)>f(z))
pentru orice x€V. Un punct de minim local sau de maxim local se numeste
punct de extrem local.
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Teorema 6.2. (Fermat). Fie a un punct de extrem local pentru functia
[ diferentiabild in a. Atunci Df(a)=0 sau, echivalent,

of af of

(x )&Ul @ 8x2 @)= &rn( ) =0

Demonstratie. Rezulta imediat din definitia derivatelor partiale si teorema
lui Fermat pentru functii de o variabila . O

Desigur, teorema de mai sus ofera doar conditia necesara de extrem
local pentru functii diferentiabile definite pe multimi deschise. Un punct
care verificd (*) nu este necesar un punct de extrem local.

Puncte critice. Un punct a se zice punct critic (pentru functia f )
daci Df(a)=0.

Punem astfel spune ca punctele de extrem local ale unei functii diferentiabile
sunt puncte critice. Primul pas in ”algoritmul” de determinare a punctelor
de extrem ale unei functii diferentiabile este rezolvarea sistemului:

of of of
(**)8131 8902() 8xn()

Presupunand acest sistem rezolvat este nevoie de un criteriu care sa dist-
inga punctele de extrem local. Pentru obtinerea unui asemenea criteriu este
nevoie de unele pregatiri.
Forma patratica . Data o matrice simetricad (a;j)ij=1,..n @i ;€ R,
n

numim forma patratica functia w: R" — R, w(z)= Z a;jr;xj. Forma
ij=1

patratica este pozitiv (negativ) definitd dacd w(z) >0 (<0) pentru orice

x # 0. Forma péatraticd este pozitiv (negativ) definita dacad si numai daca

valorile proprii ale matricei (a;j); j=1,...» sunt strict pozitive (strict negative).

Hessiana . Fie f : A — R, A CR"”, multime deschisa , o functie de

clasa C? si a€A. Matricea (%g;j(a)) T se numeste hessiana functiei

f in punctul a. Vom nota functia patratica asociati cu D?f(a).

Teorema 6.3. (conditie suficientd de extrem). Fie f: A — R,
A CR", multime deschisd , o functie de clasd C? si acA un punct critic
pentru f.

i) Dacd a este un minim local pentru f, atunci D?f(a)(x) >0 pentru orice

i) Dacd forma patraticd D*f(a) este pozitiv definitd a este minim local.
iii) Analog pentru mazim local inlocuind 7>7 cu "<” gi "pozitiv definitd
” cu "negativ definita 7.

Demonstratia acestei teoreme este similara celei pentru functiile de o
variabila si se bazeaza pe o formula Taylor. Vom ardta cum se obtine o
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formula Taylor pentru functii de mai multe variabile din formula Taylor
pentru functii de o variabila limitandu-ne la functii de class C?2.

Segment. Daca a, x sunt in R™ se defineste segmentul de extremitati
asiz[a,z] ={a+t(x —a);t real t€[0,1] }.
Fie f : A — R, A CR", multime deschisi , o functie de clasi C? si a,z€A
astfel incat segmentul [a, z] CA.

S& consideram functia ¢(t) = f(a+t(x—a)),t € [0, 1] Aplicénd functiei
¢ formula Taylor-Lagrange in 0 obtinem ¢(1) = ¢(0)+ ¢1(, ) 4 ¢ (5) ,€ Intre 0
sil. Folosind regula de derivare a functiilor compuse i notand c a+£ (x—a)
averm.

n 2
)+ Z 8:@ — ) + l — ) -(e)(w; — ai)(xj — aj)

care este un exemplu de formula Taylor-Lagrange pentru functii de mai
multe variabile. Folosind acelasi tip de rationament se obtin formule Taylor
implicand ordine superioare de derivare.

Pentru demonstrarea teoremei precedente formula obtinuta este suficienta
urmandu-se liniile demonstratiei de la cazul unei singure variabile.

Vom rescrie conditiile de extrem pentru functii de doua variabile si vom
prezenta un exemplu. Introducem notatiile traditionale: p = f;, q= ?;, r=
f;ms = f;y,t = fg;,z-

Din considerente elementare (semnul functiei de gradul 2) rezultd ca forma
patratica D%f(a,b) este definita (pozitiv sau negativ) daca si numai dacs in
punctul (a,b) avem 7t —s? > 0 . In aceste conditii, daca (a,b) este un punct
critic el este minim local daca r(a,b) > 0(sau s(a, b) > 0) si este maxim local
daca r(a,b) < O(sau s(a,b) < 0). Daci , in punctul critic (a,b), rt — s2 < 0,
atunci (a,b) nu este punct de extrem local. Cazul rt—s? = 0 nu este acoperit
de rezultatele expuse.

Exemplu.

i) Fie functia f : R? — R, f(x,y) = zy(l — 2 —y),l > 0. Problema este
de a determina extremele locale ale acestei functii. Se observa ca functia este
de clasi C? pe multimea deschisa R? | deci vom putea aplica ”algoritmul”
descris mai sus. Avem f, = y(l — 2z — y), f/ = z(l — x — 2y) si obtinem
punctele critice (0,0), (1,0), (0,1), (é,é) Vom testa doar punctul (3, 3)
pentru a vedea daca este punct de extrem local. Avem r = —2y, =
(I— 2z —2y), t = —22. Evaluand in (4, £) obtinem pentru rt — s? valoarea
% > 0, deci punctul este de extrem local. Din r(3, 3) < 0 deducem c& avem
un maxim local.

ii) Vom modifica functia din i) schimbénd domeniul de definitie. Fie deci
g: T — R, glx,y) = zy(l — z —y),l > 0 unde T={(z,y);2 > 0,y >
0,2 +y < l}. Punem aceeasi problema : a extremelor locale. Calculele de
mai sus raman valabile: singurul punct critic al functiei g este (37 3) si este
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un maxim local. In noua formulare problema pusa are o interpretare geomet-
ricd simpld g(z,y) este volumul paralelipipedului (dreptunghic) de muchii
x,y, | —x —y. Sa observam cd suma muchiilor este [. Avem oare dreptul
sa afirmam ca dintre toate paralelipipedele cu suma muchiilor constanta cel
mai mare volum il are cubul? Din cele de mai sus maximul este doar local
iar intrebarea noastra cere un raspuns global. Vom da acest raspuns con-
siderand o noud functie g1 definitd pe Th={(z,y);x > 0,y > 0,z +y < I}
prin aceeasi formula (T este interiorul unui triunghi, iar la 77 s-au adaugat si
laturile). Functia gy este continua pe multimea compactd T deci, conform
teoremei lui Weiestrass (a se vedea Capitolul 2), este marginita si si atinge
marginile pe T;. Din cauza ca g; este nula pe laturile triunghiului 77 si
strict pozitiva in interior maximul este atins in interior gi astfel (in lipsa al-
tui punct de extrem) nu poate fi decat (é, %) Se remarca rolul compacitatii
in trecerea de la ”local” la ”global”.

Am studiat aplicatiile calculului diferential la determinarea extremelor locale
ale functiilor definite de multimi deschise (aga numitele extreme libere).

Extrem conditionat. Fie f : R® — R si M CR" o multime care nu
este deschisa . Un punct aeM este punct de minim local (maxim local)
pentru f conditionat de M daca exista o vecinatate V' a punctului a
astfel incat f(a)<f(z) (f(a)>f(x)) pentru orice z€V( M. Un punct de minim
local (maxim local) pentru f conditionat de M se zice punct de extrem local
conditionat de M.

In general, pentru functii diferentiabile, un punct de extrem local conditionat
nu mai este punct critic. Pentru teorema urmatoare vom folosi notatiile din
teorema de functii implicite (a se vedea Capitolul 3).

Teorema 6.4. (de multiplicatori Lagrange).Fie g : R"t™ — R™
g = (91,92, .-9m) o functie de clasa C*, M= {(z,y);g9(x,y) = 0} si

(a,b)eM un punct de extrem local conditionat pentru functia de clasa ct,

f:R"™™ s R. Dacd functia g satisface conditiile teoremei de functii im-
plicite in (a,b), atunci existd (si sunt unice) numerele reale A1, Aa, ..., Ay

(multiplicatori Lagrange) astfel incat punctul (a,b) este punct critic pen-
tru functia

F = f + /\19‘1 + /\2‘927 ey +)\mgm-

Teorema de mai sus stabileste o conditie necesara de extrem local conditionat
si constituie primul pas in ”algoritmul” de determinare a extremelor
conditionate pentru functii diferentiabile (dacd multimea M este multimea
pe care se anuleazd m functii g1, go, ..., gm ). Ecuatiile g1 = 0,92 = 0, ...,
gm = 0 se mai numesc legaturi.
Teorema se aplica in felul urmator:

Se formeaza functia F' = f+A191+X292, ..., + Amgm In care multiplicatorii
sunt considerati necunoscuti. Se rezolva sistemul de n+2m ecuatii cu n+2m
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NECUNOSCULE L1, ..., Tyyy Y1y -oes Yy ALy --es A
F;l = O,FZ;]_ =0,91=0,92=0,...,9, =0,2=1,..n,7=1,..m.

Daca (A, a,b) este o solutie, atunci punctul (a,b) este un posibil punct de
extrem local conditionat.

Exemplu. Si se determine extremele functiei f : R? — R, f(z,y) =
x +y cu legatura 22 + 32 — 1 = 0 (extremele locale ale functiei f pe cercul
unitate).
Observam ca teorema de functii implicite se poate aplica ecuatiei 22 + y? —
1 = 0, In raport cu z sau cu y in fiecare punct. Consideram functia F' =
x4y + M2 +y? — 1) si rezolvim sistemul F, = 0, F; =0,224+y% =1, deci
1+2)\z=0,1+2\y =0,22+y?> = 1. Din 2 = —1/2)\ si y = —1/2) obtinem
202 =1, deci Ay = v/2/2, \a = —v/2/2. Se obtin punctele (—v/2/2, —v/2/2),
respectiv (v/2/2,v/2/2) care pot fi puncte de extrem local conditionat. Dacé
observam ca cercul unitate este o multime compacta si folosim teorema lui
Weierstrass: functia f este marginita si isi atinge marginile pe cerc. Fiind
neconstantd , deducem ca primul punct obtinut este de minim (chiar global),
iar cel de-al doilea de maxim (global). O reprezentare geometrica simpla
arata ca aceste puncte sunt chiar punctele de tangenta ale cercului cu drepte
paralele cu dreapta x 4+ y = 0.





