Capitolul 3

Elemente de topologie a
spatiului R"

Bila deschisa . Daca a€R" si >0, bila deschisa de centru « si de
razi r este B(a,r) = {z;2 € R",d(z,a) < r}.

In R bilele deschise sunt intervale deschise, in R? discuri fara circumferinta
care le margineste, iar in R3 bile fira sfera care le mirgineste. Astfel, de
exemplu, in R?, (z,y)€ B(0,1) daca si numai daci 2?+1y?<1; in R3 (z,y,2)
€ B(0,1) daca si numai daca 2? +y? +22<1.

Bila inchisa . Daca a€R"” si >0, bila inchisa de centru a si de
raza r este B(a,r)={z ; zeR", d(z,a)<r}.

Astfel, in R?, (7,5)€B(0,1) daci si numai daca 22 +1°<1 etc.

Vecinatate. O multime VCR"™ este o vecinatate a punctului aeR"

dacd exista B(a,r) CV (o vecinatate a lui a este o multime care contine o
bild deschisa centratd in a).
Este evident ca orice vecinatate a unui punct contine punctul respectiv si ca
orice bild (deschisd sau nchisa ) centrata in a este o vecinitate a lui a. De
asemenea se observa , fara dificultate, ca intersectia a doua vecinatati ale
unui punct este o vecinatate a acelui punct. Ideea de vecinatate se leaga de
studiul proprietatilor ”locale” ale functiilor.

Multime deschisd . O submultime ACR" este deschisa (in R™) daca
pentru orice a€A exista B(a,r) CA.

Multimea vida @ si intreg spatiul R™ sunt deschise. Un exercitiu simplu
arata ca orice bila deschisa este o multime deschisa .

Multime inchisa . O submultime A C R™ este inchisa (in R™) daca
multtimea R™ \ A (complementara multimii A) este o multime deschis .

Evident, § si R™ sunt inchise. Se aratd c& bilele inchise sunt multimi
inchise.

Sir convergent. Sirul (z;); in R™ are limita 2€R" (se scrie z; — )
daca : V € >0 3 J. astfel incat daca j > J. sa rezulte d(z;,z) < .

Un gir care are limita se zice convergent.
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Se observa ca din x; — x §i ; — y rezulta 2=y (unicitatea limitei).
Forma ”geometricad ” a definitiei limitei (cum rezultd cu usurintd ) este:
pentru orice bila deschisa centrata in x exista un rang astfel incat termenii
de rang mai mare ai girului apartin bilei. Se remarca folosirea exclusiva a
distantei pentru definitia limitei; deci aceasta definitie poate fi data in orice
spatiu metric. Evident, in cazul R definitia de mai sus coincide cu cea data ,
in liceu, pentru giruri de numere reale. Convergenta sirurilor in R" se reduce
la convergenta (simultand a mai multor) girurilor in R. Vom descrie acest
fenomen doar in cazul particular R? pentru a evita complicarea scrierii din
cauza indicilor. Rezultatul este valabil in cazul general.

Propozitia 3.1. (z,y:) — (z,y) in R? dacd si numai dacd v, — x §i
yr — vy in R.

Demonstratia se bazeaza pe inegalitatile |z, |y| < (22 + yQ)% < |z| + |yl
pentru orice numere reale z,y.

Este ugor de generalizat inegalitatile de mai sus la cazul general R”.
In fond, putem afirma ca atat convergenta cat si limita sunt ”pe compo-
nente”.

Punct aderent unei multimi. Un punct a€R" este aderent multimii
ACR"™ daca exista un sir de puncte din A cu limita a.
Desigur, orice punct din A este aderent multimii A (se poate lua un sir
constant etc.). Este simplu de vazut ca 0 este aderent intervalului deschis
(0,1) dar nu apartine acestui interval.

Legatura dintre puncte aderente si multimi inchise este data de :

Teorema 3.1. O submultime ACR"™ este inchisd dacd $i numai dacd pentru
orice punct a aderent multimii A avem a€A.

Frontiera . Daca ACR", se defineste frontiera FrA a multimii A ca
fiind multimea punctelor aderente atat multimii A cat si multimii R™ \ A.
FrA este o multime inchisa .

Vom reveni cu notiuni importante de topologie in capitolul urmator.





