Capitolul 4

Functii continue

In studiul calculului diferential al functiilor de mai multe variabile vom
considera functii f : R® — R™ sau, mai general, functii f : A— R™,
unde A este o submultime in R”. Ca un prim exemplu de astfel de functii,
util in cele ce urmeaza , vom considera proiectiile canonice ale spatiului
R™.

Proiectii canonice. Pentru i=1,2,..n vom nota p; functia, definita pe
R™ si cu valori in R, p; (21,22,...,4, )=2; §i 0 vom numi proiectia canonica
de ordin ¢. Este clar ca proiectiile canonice sunt functii liniare.

Componentele unei functii. Fie f : A — R™ (ACR"). Pentru
fiecare j=1,2...m definim f; : A — R” prin f; = pjof, unde p; este proiectia
canonica de ordin j in R™ , iar ”o” reprezinta compunerea functiilor.

Functiile f; sunt componentele functiei f ; se scrie f=(fi,f,...fm)-

Pentru a lamuri mai bine cele spuse si notdm cu z=(z;,22,...,T, ) variabila
in R™ gi cu y=( y1,¥2,...,ym) variabila in R™. Daca , pentru z€A notam
y=f(z), atunci se vede ca avem y1 =fi (x1,22,..,Zn ), -3 Ym=Ffm (T1,%2,...,Tn)-

In particular rezultd cd doua functii f,g : A — R™ sunt egale daca si
numai daca fi=gi, ..., fm=9¢m. Multe proprietati ale functiilor se reduc la
proprietati analoage ale componentelor.

Astfel, de exemplu, o functie f : R™ — R™ este liniara daca si numai
dacd are (toate) componentele liniare.

Functie continuad . Fie f : A — R™ (AC R") si acA. Spunem ca
functia f este continud in (punctul) a dacd : V € > 0 3 §. > 0 astfel incét
dacd x € A, d(z,a) < §. s rezulte d(f(x), f(a)) < . (s-a notat, pentru
simplitate, cu d atat distanta in R™ cat si cea in R™ ).

Daca f este continua in orice punct din A atunci se zice continua pe

A.

Se poate reformula conditia din definitia continuitatii intr-o forma ” geo-

metricd ” astfel: pentru orice bild deschisad B(f(a),¢) existd o bild deschisa

B(a, ;) astfel incat dacd x € AN B(a,d:) atunci f(z) € B(f(a),¢).
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Remarcam ca definitia continuitatii poate fi data , fara modificari formale,
pentru functii definite pe un spatiu metric cu valori intr-un spatiu metric.

Propozitia 4.1. Compunerea a doud functii continue este o functie con-
tinud .

O caracterizare utila a continuiatii este cea cu "giruri” :

Teorema 4.1. Functia f: A — R™ (A CR") este continud in punctul a€ A
dacd gi numai daca pentru orice gir (zx )y in A |, x, — a avem (f(xx))y —

f(a).
Folosind teorema si caracterizarea convergentei sirurilor obtinem:

Corolarul 4.1. Daca f: A — R™ (A CR"), f=(fi,fo,.--fm), atunci f este
continud in a€A daca si numai daca functiile fi,fa,...fmn sunt continue in a.

Exemple.

i) Orice functie constanta este continua .

ii) Fie s : R? — R functia "suma ” s(z,y)=z+y ; s este continua . In
adevar totul revine, folosind teorema de mai sus, la binecunoscuta afirmatie
”limita sumei este suma limitelor” din teoria girurilor de numere reale.

iii) Analog pentru functia produs.

iv) Dacd f,g : A — R sunt continue, atunci functiile f + ¢ si fg sunt
continue.

v) Orice functie liniard f : R™ — R™ este continud .

vi) Fie functia f : R? — R definit# prin f(z,y)= % dacd (x,y)#(0,0) si
f(0,0)=0. S& aratam ci f nu este continud in (0,0). In adevar, fie girul
(1/n,2/n), in R%. Evident, acest sir are limita (0,0). Dar (f(1/n,2/n)),=2/5
pentru orice n gi deci nu tinde la 0. Pe de alta parte, este usor de vazut ca
f este continua in orice alt punct.

Multime compacta . O (sub)multime KCR"™ se zice compacta orice sir
in K are (cel putin) un subsir convergent cu limita in K.

Teorema 4.2. Fie f: K — R™ o functie continud si K CR™ o multime
compacta . Atunci f(K)={ f(z) ; €K } este compacta .

Demonstratia este o simpla aplicatie a definitiilor, dar rezultatul este im-
portant, atat prin faptul ca proprietatile care se pastreaza prin continuitate
sunt topologic interesante, cat si prin aplicatiile la problemele de extrem
(optimizare). Pentru a preciza acest ultim aspect este utild o caracterizare
a compacitatii in termeni de marginire a multimilor.

Multime marginita . O submultime A CR"™ este marginita daca exista
M>0 astfel incat ||z||<M pentru orice z€A.

Teorema 4.3. O multime este compactd dacd $i numai dacd este inchisa
st marginita .
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Pentru cazul dreptei reale R teorema de mai sus este o varianta a rezul-
tatului cunoscut drept lema lui Cesaro.

Exemple.

i) R™ nu este compaca .

ii) Orice bila inchisa este compacta .

Teorema 4.4. (Weierstrass). Fie f: K — R o functie continud i
K CR"™ o multime (nevidd ) compacta . Atunci f este mdrginitd si isi atinge
marginile.

Precizdm c& f marginitd inseamnd ci f(K) este marginitd in R iar ca
f igi atinge marginile Inseamna ca f are o cea mai mare i o cea mai mica
valoare pe K.

Uniform continuitate. O functie f: A — R™ (A CR" ) este
uniform continua daca : V ¢ > 0 3 6. > 0 astfel incat daca z,y € A,
d(z,y) < d., avem d(f(z), f(y)) < e.

Semnificatia definitiei este ca pentru un € > 0 acelagi . este "bun”
pentru toate punctele din A. In mod evident o functie uniform continua
este continua . Reciproca nu este, in general, adevarata .

Exemplu. Functia f : R — R f(z)=2® nu este uniform continua .

Teorema 4.5. Daca f: K — R™ este o functie continua si K CR" o
mulfime compactd , atunci f este uniform continud .





