PARADIGME DE
PROGRAMARE

Curs 2

Recursivitate pe stiva / pe coada / arborescentd. Calcul Lambda.

Recursivitate

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive).
Recursivitate

- Singura modalitate de a prelucra date de dimensiune variabila (in lipsa iteratiei)

« Eleganta (deriva direct din specificatia formala / din axiome)

« Minimala (cod scurt, usor de citit)

« Usor de analizat formal (ex: demonstratii prin inductie structurald)

« Poate fi ineficientd: Se asteapta rezultatul fiecarui apel recursiv pentru a fi prelucrat in
contextul apelului parinte. Astfel, contextul fiecarui apel parinte trebuie salvat pe stiva pentru
momentul ulterior in care poate fi folosit in calcul.

Problema

Pentru o lizibilitate sporitd si aceeasi putere de calcul (v. Teza lui Church), platim uneori un pret
mai mare (consum mare de memorie care poate duce chiar la nefunctionare — stack overflow).

3

Tipuri de recursivitate — Cuprins

« Importanta recursivitatii in paradigma functionala
« Recursivitate pe stiva

= Recursivitate pe coada

» Recursivitate arborescenta

- Comparatie intre tipurile de recursivitate

= Transformarea in recursivitate pe coada

Tipuri de recursivitate — Cuprins

« Importanta recursivitatii in paradigma functionala
« Recursivitate pe stiva

= Recursivitate pe coada

» Recursivitate arborescenta

» Comparatie intre tipurile de recursivitate

= Transformarea in recursivitate pe coada
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Exemplu —recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(if (zero? n)
1

>(fact-stack 3) <« apelul curenteste marcat cu verde
ceea ce tocmai s-a depus pe stivd e marcat cu roz

rezultatul apelului recursiv este asteptat
(* n (fact-stack (- n 1))))) « pentruafiinmultitcun

ceea ce Urmeaza sa se scoata de pe stiva e marcat cu -

Exemplu —recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(if (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)
>(* 3 (fact-stack 2))
>(* 3 (* 2 (fact-stack 1)))

)

Stiva procesului

5

Stiva procesului

7

Exemplu —recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(if (zero? n)
1
(* n [(fact-stack (- n 1)))))

> (fact-stack 3)
>(* 3 (fact-stack 2))

Exemplu —recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(if (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)

>(* 3 (fact-stack 2))

>(* 3 (* 2 (fact-stack 1)))

>(* 3 (* 2 (* 1 (fact-stack 0))))

08/03/2022

Stiva procesului

6

Stiva procesului

8



Exemplu —recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(if (zero? n)
1
(* n [(fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)

>(* 3 (fact-stack 2))

>(* 3 (* 2 (fact-stack 1)))

>(* 3 (* 2 (* 1 (fact-stack 0))))
>+ 3 (2 (Bl 1))

Stiva procesului

9

Exemplu —recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(if (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)
> (* (fact-stack 2))

S (* 2 (fact-stack 1)))
> (* 2 (* 1 (fact-stack 0)))) 21

s e _ o]
> (* 2 1))
Stiva procesului

1

Exemplu —recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(if (zero? n)
1
(* n [(fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)

> (* (fact-stack 2))

>(* (* 2 (fact-stack 1)))

>(* (* 2 (* 1 (fact-stack 0))))
>(* (*2 (*11)))

>(x 3 (M2 1))

Exemplu —recursivitate pe stiva

(define (fact-stack n)
(if (zero? n)
1
(* n (fact-stack (- n 1)))))

>(fact-stack 3)

>(* 3 (fact-stack 2))

>(* 3 (* 2 (fact-stack 1)))
>(* 3 (* 2 (* 1 (fact-stack 0))))
>(* 3 2 (*11)))

>(* 3 2 1))

>(* 3

>6

08/03/2022

Stiva procesului

10

Stiva procesului

12



Observatii — recursivitate pe stiva

« Timp: ©(n) (se efectueaza n inmultiri si stiva se redimensioneaza de 2*n ori)
« Spatiu: ©(n) (ocupat de stiva)
« Calcul: realizat integral la revenirea din recursivitate

« Stiva: retine contextul fiecdrui apel parinte, pentru momentul revenirii (starea
programului se regaseste in principal in starea stivei)
>(fact-stack 3)
>(* (fact-stack 2))
2 (fact-stack 1)))
2 (* 1 (fact-stack 0))))
2 (*1.1)))
2 1))
)

spatiu

Tipuri de recursivitate — Cuprins

« Importanta recursivitatii in paradigma functionala
« Recursivitate pe stiva

« Recursivitate pe coada

« Recursivitate arborescenta

- Comparatie intre tipurile de recursivitate

« Transformarea in recursivitate pe coada

Comparatie cu rezolvarea imperativa

int i, factorial = 1;
for (i = 2; 1 <= n; i++)

factorial *= i;

= Timp: ©(n) (se efectueazd n inmultiri)

« Spatiu: ©(2) (in orice moment, in memorie sunt retinute doar 3 valori, pentru variabilele i,
n, factorial)

+ Rezultatul se construieste in variabila factorial pe masurd ce avansam in iteratie
« Putem obtine acelasi comportament intr-o variantd recursiva?

Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

) . rezultatul se construieste in variabila fact
(define (fact-tail-helper n fact)

pe masurd ce avansam in recursivitate
(if (zero';’L)//
fact ///

rezultatul apelului recursiv este
(fact-tail-helper (= n 1) (* n fact)))) <« rezultatulfinalalfunctiei

)

Stiva procesului

>(fact-tail-helper 3 1)

16
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Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(if (zero? n)
fact

1.

2

3.

4. (define (fact-tail-helper n fact)

5

6

7 (fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1) m
>(fact-tail-helper 2 3) m

Stiva procesului

17

Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(if (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1)
>(fact-tail-helper 2 3)
>(fact-tail-helper 1 6)
>(fact-tail-helper 0 6) Sﬂvaprocesdui

19

Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(if (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1)
>(fact-tail-helper 2 3)
>(fact-tail-helper 1 6)

Stiva procesului

18

Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1)) recursiv se va transmite

neschimbat catre apelul initial

(define (fact-tail-helper n fact)
(if (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1)
>(fact-tail-helper 2 3)
>(fact-tail-helper 1 6)
>(fact-tail-helper 0 6) Stiva procesulu
>6

20

rezultatul celui mai adanc apel
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Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(if (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1)
>(fact-tail-helper 2 3)
>(fact-tail-helper 1 6)
>(fact-tail-helper 0 6) Stiva procesului
>6

21

Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(if (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1)

>(fact-tail-helper 2 3)

>(fact-tail-helper 1 6)
>(fact-tail-helper 0 6) Sﬂvaprocesdui
>6

23

Exemplu —recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-tail-helper n fact)
(if (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1) (* n fact))))

>(fact-tail-helper 3 1) m

>(fact-tail-helper 2 3)

>(fact-tail-helper 1 6) m
>(fact-tail-helper 0 6) Stiva procesulu
>6

2

Observatii — recursivitate pe coada

Cresterea stivei nu mai este necesard. Rezultatul unui nou apel recursiv nu mai este asteptat de
apelul parinte pentru a participa la un nou calcul, ci este chiar rezultatul final. Astfel, contextul
apelului parinte poate fi sters din memorie. Aceasta optimizare se numeste
si este realizatd de un compilator inteligent care detecteaza situatia in care apelul recursiv este ,la
coadd” (nu mai participa la calcule ulterioare).

= Timp: ©(n) (se efectueaza n inmultiri)

« Spatiu: ©(1) (ocupat de variabilele n si fact, care retin starea programului)
« Calcul: realizat integral pe avansul in recursivitate

I>(fact—tail—helper 3 1)

o >(fact-tail-helper 2 3)

>(fact-tail-helper 1 6)

>(fact-tail-helper 0 6)
>6

rezultatul tuturor celor 4 apeluri este
« rezultatul final al functiei, anume 6

spatiu
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Tipuri de recursivitate — Cuprins

« Importanta recursivitatii in paradigma functionala
« Recursivitate pe stiva

« Recursivitate pe coada

« Recursivitate arborescenta

- Comparatie intre tipurile de recursivitate

« Transformarea in recursivitate pe coada

(fib3) (fib 2) (fib 2)
(fib2) (fib) (fib1)  (fibo) (fib1) (fibo)

(fib1) (fibo) 1

08/03/2022

Exemplu —recursivitate arborescenta

(define (fibo-stack n) rezultatele a 2 apeluri recursive sunt

(if (< n 2) asteptate pentru a fi adunate intre ele
n ./
(+ (fibo-stack (- n 1)) (fibo-stack (- n 2)))))

>(fibo-stack 3)

(fibo-stack 2)

>(fibo-stack 1) «— (fibo-stack 1) se calculeaza de 2 ori, iar numarul
<1 de calcule redundante creste exponential cu n
>(fibo-stack 0)

<0

1

(fibo-stack 1)

1

>
>
<
>
<
<
>
<
<

(fib 4)

(fib 3) (fib 2) (fib 2)

(fib2) (fiba) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

(fib1) (fibo) 12



08/03/2022

(fib3) (fib 2) (fib 2) (fib3) (fib 2) (fib 2)
(fib2) (fiba) (fib1)  (fibo) (fib1) (fibo) (fib2) (fib1) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

(fib1) (fibo) 1 (fib1) (fibo) 12

(fib 3) (fib 2) (fib 2) (fib3) (fib 2) (fib 2)

(fib2) (fiba) (fib1)  (fibo) (fib1) (fibo) (fib2) (fiba) (fib1) (fibo) (fib1) (fibo)

(fiba) (fibo) 1 (fiba) (fibo) 2




(fib3)

(fib 2)

(fib1)

1 (fibo) =

(fib3)

(fib 2)

(fib 1)

(fib 2)

(fib1)

(fib 0)

(fib 2)

(fiba)

(fib 0)

(fib 2)

(fib 1)

(fib o)

(fib 2)

(fib 1)

(fib o)

(fib3)

(fib2)  (fib1)

1 (fibo) 2

|

(fib3)

(fib 1)

(fib 2)

(fib1)

(fib o)

(fib 2)

(fib 1)

(fib o)

(fib 2)

(fib 1)

(fib o)

(fib 2)

(fib1)

(fib o)

08/03/2022



(fib 2)

(fib 1)

(fib 0)

(fib 2)

(fib1)

(fib o)

(fib 2)

(fib 1)

(fib o)

(fib 2)

(fib 1)

(fib o)

(fib 2)

(fib1)

(fib o)

(fib 2)

(fib 1)

(fib o)

08/03/2022

10



(fib 2)

(fib 1)

(fib o)

(fib 2)

(fib 1)

(fib o)

(fib 2)

(fib1) (fibo)

Gmm\\
/ (fib 2)

(fib1) (fibo)

|

08/03/2022
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(fib 2)

(fib 1)

(fib o)

Observatii — recursivitate arborescenta

« Timp: ©(fib(n+1)) (arborele are 2*fib(n+1)-1 noduri)
« Spatiu: ©(n) (stiva la un moment dat reprezinta o singurd cale in arbore)

« Calcul: realizat integral la revenirea din recursivitate

>(fibo-stack 3)
(fibo-stack 2)
>(fibo-stack 1)
<1
>(fibo-stack 0)
<0

1

(fibo-stack 1)
1

ANV AAVAVYV

2

spatiu

08/03/2022
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Fibonacci cu recursivitate pe coada

(define (fibo-tail n)
(fibo-tail-helper n 0 1))

(define (fibo-tail-helper n a b)
(if (zero? n)
a
(fibo-tail-helper (- n 1) b (+ a b))))
>(fibo-tail-helper « fib(o), fib(1)
>(fibo-tail-helper «— fib(2), fib(2)
>(fibo-tail-helper «— fib(2), fib(3)

>(fibo-tail-helper «— fib@), fib(4)
>2

=0(n)

timp

spatiu = O(2)

Comparatie

« Recursivitate pe stiva: ineficientd spatial din cauza memoriei ocupata de stiva
« Recursivitate pe coada: eficienta spatial si (in general si) temporal

« Recursivitate arborescenta: ineficientd spatial din cauza stivei si temporal atunci cand aceleasi
date sunt prelucrate de mai multe noduri din arbore

Atunci cand exista o solutie iterativa eficientd pentru problemd, aceasta se poate transpune in
recursivitate pe coadd. Functia rezultata va fi:

« Recursiva din punct de vedere textual (functia se apeleaza pe ea insdsi)

« Iterativa din punct de vedere al procesului generat la executie

- Mai putin eleganta decét variantele pe stiva / arborescenta care deriva direct din specificatia formala

Tipuri de recursivitate — Cuprins

« Importanta recursivitatii in paradigma functionala
« Recursivitate pe stiva

= Recursivitate pe coada

» Recursivitate arborescenta

« Comparatie intre tipurile de recursivitate

= Transformarea in recursivitate pe coada

Cum recunoastem tipul de recursivitate?

Dupa:

« numarul de apeluri recursive pe care un apel le lanseaza
« doud sau mai multe apeluri — recursivitate arborescentd (care, implicit, foloseste si stiva)
= unsingur apel — recursivitate pe stiva sau pe coada

« daca fiecare ramurd a unei expresii conditionale lanseaza maxim un apel recursiv, apelul parinte
va lansa maxim un apel recursiv si recursivitatea va fi pe stivd sau pe coadd, nu arborescenta

« pozitia apelurilor recursive in expresia care descrie valoarea de retur

= singurul apel recursiv e in pozitie finald (valoarea sa este valoarea de retur) — recursivitate pe
coada (conditia trebuie s& fie indeplinita de fiecare ramura a unei expresii conditionale)

- existd un apel care nu e in pozitie finald — recursivitate pe stiva (sau arborescenta)

08/03/2022
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Exemple

Ce tip de recursivitate au functiile f si g de mai jos?

(define (f x)
(cond ((zero? x) 0)
((even? x) (f (/ % 2)))
(else +1 (£ (-x1)))N))

(define (g L result)
(cond ((null? L) result)

((1ist? (car L)) (g (cdr L) (append (g (car L)

(else (g (cdr L) (cons (car L) result)))))

Tipuri de recursivitate — Cuprins

« Importanta recursivitatii in paradigma functionala
« Recursivitate pe stiva

« Recursivitate pe coada

« Recursivitate arborescenta

- Comparatie intre tipurile de recursivitate

« Transformarea in recursivitate pe coada

'()) result)))

WHY DO YoU LIKE FUNCTIONAL
PROGRAMMING SO0 MUCH? WHAT
DOE5ITHC1UBU.YGET‘|‘CD?

TAIL RECURSION 1S
IT5 OWN REWARD.

P&

Exemple

Ce tip de recursivitate au functiile f si g de mai jos?

(define (f x) < pe stiva
(cond ((zero? x) 0)
((even? x) (f (/ x2)))
Existenta unei variabile de tip

(else (+ 1 S QLL/ acumulator nu inseamna ca avem
— recursivitate pe coada!

(define (g L result) arborescenta
(cond ((null? L) result)
((1ist? (car L)) (g (cdr L) (append (g (car L) '()) result)))
(else (g (cdr L) (cons (car L) result)))))

Transformarea in recursivitate pe coada

(define (fact-tail n)
(fact-tail-helper n 1))

(define (fact-stack n)
(if (zero? n)
il
(* n (define (fact-tail-helper n [E&ct)
(fact-stack (- n 1))))) (if (zero? n)
fact
(fact-tail-helper (- n 1)
(* n fact))))

Helper-ul are un argument in plus: _in care construim rezultatul pe avansul in recursivitate
Calcululla care urma s participe rezultatul apelului recursiv este calculul la care participa acumulatorul
La iesirea din recursivitate, valoarea de retur nu mai este valoarea pe cazul de baza, ci

Valoarea functiei pe cazul de baza corespunde adesea valorii initiale a acumulatorului
56

08/03/2022
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Cand acumulatorul este o lista

(define (get-odd-stack L) ~(get-odd-stack ' (1 4 € 3))
>(cons 1 (get-odd-stack '(4 6 3)))

>(cons 1 (get-odd-stack '(6 3)))
(get-odd-stack '(3)))

(cond
((null? L) '()) > (cons

((even? (car L)) (get-odd-stack (edr L)))

>(cons (cons 3 '()))

'(3)

1
1

>(cons 1 (cons 3 (get-odd-stack '())))
1
1

(else (cons (car L) (get-odd-stack (edr L)))))) > (cons

>'(1 3)

(define (get-odd-tail L acc) >(get-odd-tail "(1 4 6 3) '())
(cond >(get-odd-tail '(4 6 3) '(1))
>(get-odd-tail '(6 3) '(1))
>(get-odd-tail '(3) '(1))
((even? (car L)) (get-odd-tail (edr L) acc)) >(get-odd-tail '() '(3 1))

((null? L) acc)

(else (get-odd-tail (edr L) (cons (car L) acc))))) Sl(ERD) —, . . >
ordine inversa!

57

Complexitate reverse append

(define (reverse L) (rev L '()))
(define (rev L acc)
(if (null? L)
acc
(rev (cdr L) (cons (car L) acc)))) — O(length(L))

(define (append A B)
(if (null? 2)
B
(cons (car A) (append (cdr A) B)))) — O(length(A))

Concluzie: Pentru eficientd folosim inversarea acumulatorului la final, nu addugarea fiecarui
element la sfarsit.
59

08/03/2022

Cand acumulatorul este o lista

Solutii pentru conservarea ordinii

« Inversarea acumulatorului inainte de retur (pe cazul de bazd)

(cond ((null? L) (reverse acc))

« Adaugarea fiecarui nou element la sfarsitul acumulatorului (cu append in loc de cons)
(else (get-odd-tail (edr L) (append acc (list (car L)))))

Complexitate
« Inversare: O(n) (data de complexitatea lui reverse)

- append in loc de cons: ©(n?) (O(length(acc)) pentru fiecare append in parte)
(o+1+2+...+(n-1))

Calcul Lambda

Freedom
from
state

15



Calcul Lambda — Cuprins

« Aparitiile unei variabile intr-o A-expresie
« Statutul variabilelor intr-o A-expresie
« Evaluarea unei A-expresii

« Forma normala a unei A-expresii

Aparitiile unei variabile intr-o A-expresie

Ax. (x Ay.x)
Variabila x: 3 aparitii conform cdrora putem rescrie expresia caAx; . (x, Ay.xs)

Variabila y: 1 aparitie conform careia putem rescrie expresiacaAx . (x Ay, .x)

Vom distinge intre:

- variabilele al cdror nume nu conteaza (si ar putea fi oricare altul)
si

- variabilele ar cdror nume este un alias pentru valori din exteriorul expresiei

08/03/2022

Memento: A-expresia

Sintaxa
e= KX variabila
| Ax.ea  functie (unard, anonima) cu parametrul formal x si corpul e

| (ex e2) aplicatie a expresiei e1 asupra parametrului efectiv e2

Semantica (Modelul substitutiei)

Pentru a evalua (Ax.e1 e2) (functia cu parametrul formal x si corpul e1, aplicata pe e2):
« Peste tot in e1, identificatorul x este inlocuit cu e2

+ Se evalueaza noul corp e1 si se intoarce rezultatul (se noteaza e, ;)

Aparitii legate / libere intr-o expresie

Aparitia x, este legatad in E daca:

. m Variabila de dupd A = variabila de legare

Aparitia de dupa A = aparitia care leaga (restul aparitiilor
luixin corpul e)

Altfel, aparitia x, este libera in E.

Ax . (x, Ay.x3)

legatd legata legatd
(aparitia care leaga)  (aparitii in corpul functiei de parametru x)

16
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Exemple de aparitii legate / libere Exemple de aparitii legate / libere

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde. Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x) (x Ay.x)

(y Ay.x) (y Ay-x)

Az.((+2) x) Az.((+ z) x)

(Ax. Ay.(x y) y) (Ax.Ay.(x y) y)
Ax.(y Ay.(x (y 2)) Ax.(y Ay.(x (y 2))

(X AX.(AX.y Ay.(x2))) (X Ax.(Ax.y Ay.(x2)))

Exemple de aparitii legate / libere Exemple de aparitii legate / libere

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde. Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde.

(x Ay.x) (x Ay.x)

(y Ay-x) (y Ay-x)

Az.((+2) x) Az.((+2) X)

(Ax. Ly.(x y) y) (x. Xy.(x y) y)
Ax.(y Ay-(x (y 2))) Ax.(y Ay.(x (y 2)))

(X AX.(AX.y Ay.(x2))) (x Ax.(Ax.y Ay.(x2)))

17
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Exemple de aparitii legate / libere Exemple de aparitii legate / libere

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde. Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde.
(x Ay.x) (x Ay.x)

(y Ay.x) (y Ay-x)

Az.((+2) x) Az.((+ z) x)

(Ax. Ay.(x y) y) (x. Ay.(x y) y)

Ax.(y My.(x(y 2))) Ax.y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x2))) (X AX.(Ax.y Ay.(x2)))

Exemple de aparitii legate / libere Observatii

Vom marca aparitiile legate ale fiecarei variabile cu portocaliu si pe cele libere cu verde. » O aparitie este legata sau libera intr-o expresie

(x Ly.x) E = Ax.(y Ay.(x (Y 2))) =potagie AX-€
(y Ay.x) legatainE liberdne
AzZ.((+2)X) e=(y Ay.(X(y2)))

(X Ay-(x y) y) = Numele aparitiilor legate ale unei variabile nu conteaza (le putem redenumi pe
Ax.(y Ay.(x (y 2)))

(x Ax.(Axy Ay.(x2)) E= kx.(y\ky.(x (y ;))):\ka.(ykb.(a (b))

(valoare externd lui E) acest y nu are nicio legaturd cu acest y (parametrul functiei interne)

18



Calcul Lambda — Cuprins

« Aparitiile unei variabile intr-o A-expresie
« Statutul variabilelor intr-o A-expresie
« Evaluarea unei A-expresii

« Forma normala a unei A-expresii

Exemple de variabile legate / libere

Vom marca variabilele legate cu portocaliu si pe cele libere cu verde.
(x Ay.x)

(y Ay-x)

Az.((+2) x)

(Ax. Ly.(x y) y)

Ax.(y Ay-(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x2)))

08/03/2022

Variabile legate / libere intr-o expresie

Variabila x este legata in E daca {eENIE LGN TP EINJ I EIRIT.

Altfel, variabila x este liberd in E.

Exemplu: (X AX.X) din punct de vedere al statutului aparitiilor devine

(X XX.X) din punct de vedere al statutului variabilelor (,din cauza” primului x).

Observatii
« Casiin cazul aparitiilor, o variabild este legata sau libera intr-o expresie
« Casiin cazul aparitiilor, numele variabilelor legate nu conteaza

Exemple de variabile legate / libere

Vom marca variabilele legate cu portocaliu si pe cele libere cu verde.
(x Ay.x)

(y Ay-x)

Az.((+ 2) x)

(x. Xy.(x y) y)

Ax.(y Ay.(x (y 2)))

(x Ax.(Ax.y Ay.(x2)))
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Exemple de variabile legate / libere

Vom marca variabilele legate cu portocaliu si pe cele libere cu verde.
(x Ay.x)

(y Ay-x)

Az.((+2) x)

(Ax. Ly.(x y) y)

Ax.(y Ay-(x (y 2)))

(x AX.(AX.y Ay.(x2)))

Exemple de variabile legate / libere

Vom marca variabilele legate cu portocaliu si pe cele libere cu verde.
(x Ay.x)

(y Ay.x)
Az.((+2) x)

(Ax. Ay.(x y) y) dar dacd ne limitam la subexpresia Ay.(x y) statutul variabilelor se inverseaza!

Ax.(y Ay.(x (y 2)))
(X AX.(Ax.y Ay.(x2)))

Exemple de variabile legate / libere

Vom marca variabilele legate cu portocaliu si pe cele libere cu verde.
(X Ay.x)

(y Ay-x)

Az.((+ z) x)

(x. Ay.(x y) y)

Ax.(y Ay.(x(y 2)))

(X AX.(Ax.y Ay.(x2)))

Exemple de variabile legate / libere

Vom marca variabilele legate cu portocaliu si pe cele libere cu verde.
(X Ay.x)

(y Ay.x)

Az.((+2) )

(x. Xy.(x y) y)

Ax.(y Ay.(x (y 2)))

(x AX.(Ax.y Ay.(x2)))

08/03/2022
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Exemple de variabile legate / libere

Vom marca variabilele legate cu portocaliu si pe cele libere cu verde.
(x Ay.x)

(y Ay-x)

Az.((+2) x)

(Ax. Ly.(x y) y)

Ax.(y My.(x(y 2)))

(x Ax.(Ax.y Ay.(xz)))

B-redex si B-reducere

Memento: Semantica A-expresiilor (Modelul substitutiei)

Pentru a evalua (Ax.e1 e2) (functia cu parametrul formal x si corpul e1, aplicata pe e2):

«—Peste-totin-ezidentificatorulxeste-inloeviteve2

« Peste tot in e, aparitiile libere ale Iui x (libere in e1!) sunt inlocuite cu e2 (nu are sens sa
inlocuiesc si aparitiile legate, intrucat acestea se numesc tot x doar intdmpladtor)

« Se evalueaza noul corp e1 si se intoarce rezultatul (se noteaza e, ,;)

B-redex = A-expresie de forma (Ax.e; e,)

B-reducere = efectuarea calculului (Ax.e; e;) —p €1(c,/x)

Calcul Lambda — Cuprins

» Aparitiile unei variabile intr-o A-expresie
« Statutul variabilelor intr-o A-expresie
« Evaluarea unei A-expresii

» Forma normala a unei A-expresii

Greseli aparute la B-reducere

Exemplu: Ax.Ay.(x y) y) —p Ay.(X Y)q =Ly-(y y) (gresit!)
iy
el1r e2
Trebuia sa obtinem Am obtinut
o functie care il aplicd pe y asupra argumentului sdu # o functie care isi aplicd argumentul asupra lui insusi

Ce a mers rau?

Tn urma inlocuirii, aparitia lui y (care era liberd in e2) s-a trezit legat& in e1 (la un argument cu care nu
avea nicio legatura).

Generalizare
Conflict de nume intre variabilele legate din ex si variabilele libere din e2 — greseli in evaluare

84
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Solutia: a-conversia

a-conversie = redenumirea variabilelor legate din corpul unei functii Ax.e1 a.i. ele sd nu
coincidd cu variabilele libere din parametrul efectiv ez pe care aplicam functia

Observatii
= Numele variabilelor legate oricum nu conteazd, deci ele pot fi redenumite
« Noul nume trebuie sa nu intre in conflict cu variabilele libere din e1 si din e2

Exemplu: (AxAy.(x Y) y) =4 (AXAZ.(X 2) y) —p AZ.(x Z) = Az.(y 2) (corect!)
— Y

eir e2

Exemplu de secventa de reducere

((Ax.Ay.Az.(x(y 2)) 2)y)

Exemplu de secventa de reducere

((Ax.Ay-Az.(x(y 2)) 2)y)

Exemplu de secventa de reducere

((Ax.Ay.Az.(x(y 2)) 2)y)

08/03/2022
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Exemplu de secventa de reducere

((AXAy.Az.(x (Y 2)) 2)Y) —q
(AxAyAt(x(y D) 2)y)

Exemplu de secventa de reducere

((AxAy.Az.(x (Y 2)) 2)Y) —q
(AXAYAL(X(Y 1) 2)y) —
( AyAt(z(yt) vy

Exemplu de secventa de reducere

(AxAy.Az.(x(y 2)) 2)y) >4
(AxAy.At(x(y 1) 2)y) —p
( AyAt(z(yt) y)

Exemplu de secventa de reducere

(AxAy.Az.(x (Y 2)) 2)y) —4
(AxAyAt(x(y 1) 2)y) —p
( AyAt(z(yt) )

08/03/2022

23



08/03/2022

Exemplu de secventa de reducere Calcul Lambda — Cuprins

((AXAy.Az.(x (Y 2)) 2)Y) —q

(AXAY-AL(X(y 1) 2)y) —

( AyAt@z(yt) y)—p
At.(z(y 1)

» Aparitiile unei variabile intr-o A-expresie
« Statutul variabilelor intr-o A-expresie
« Evaluarea unei A-expresii

« Forma normala a unei A-expresii

Forma normala a unei A-expresii Are orice A-expresie o forma normala?

A-expresie in forma normald < A-expresie care nu contine niciun B-redex NU.

intrebéri_ . . . Exemplu: (.(x X) Ax.(x X)) =5 (AX.(x ) Ax.(X X)) =5 (AX.(X X) Ax.(X X)) =5 ...
« Are orice A-expresie o forma normal?

« Forma normal3 este unicd? (sau secvente distincte de reducere pot duce la forme
normale distincte?)

- Daci o A-expresie admite o form3 normal3, se poate garanta gasirea ei? A-expresie reductibila < admite o secventa finita de reducere pana la o forma normala
2 ?
Altfel, A-expresia este ireductibila.

Observatie (ajutatoare pentru intrebarile anterioare)
Calculul Lambda este un model de calculabilitate.

A-expresiile sunt practic programe capabile sa ruleze pe o ipotetica Masind Lambda.
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Forma normala este unica? Se poate garanta gasirea formei normale?

DA. DA.

Teorema Church-Rosser Teorema normalizarii

- *d Pentru orice L-expresie reductibil3, se poate ajunge la forma ei normala aplicand reducere
e—"a a— stanga->dreapta (reducdnd mereu cel mai din stanga B-redex, ca la evaluarea normalg).
Daca - si atunci 3da.l. si (—* = secvents de reducere)

e —»*b b—*d Exemplu: E; = (AX.(X X) AX.(X X))

E,=(AxYE) —py «— o reducere dreapta->stanga nu s-ar termina niciodatd

Explicatie: Dacd a si b ar fi forme normale distincte, prin definitie a si b nemaicontinand
niciun B-redex, ele nu s-ar putea reduce suplimentar catre un acelasi d. . R e < L
Concluzie: Evaluarea aplicativa e mai eficientd, dar evaluarea normala e mai sigura.

98

Rezumat Rezumat

Teza lui Church Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)

Tipuri de recursivitate Tipuri de recursivitate

Aparitii ale unei variabile intr-o expresie Aparitii ale unei variabile intr-o expresie
Variabile intr-o expresie Variabile intr-o expresie
B-redex si B-reducere B-redex si B-reducere
a-conversie a-conversie

Forma normala Forma normala
Expresie ireductibila Expresie ireductibila

Teorema normalizarii Teorema normalizarii

99 100
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Rezumat

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)
Tipuri de recursivitate: pe stiva (ineficient spatial), pe coadd, arborescenta (ineficient spatial/temporal)
Aparitii ale unei variabile intr-o expresie

Variabile intr-o expresie

B-redex si B-reducere

o-conversie

Forma normald

Expresie ireductibila

Teorema normalizarii
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Rezumat

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)
Tipuri de recursivitate: pe stiva (ineficient spatial), pe coada, arborescenta (ineficient spatial/temporal)
Aparitii ale unei variabile intr-o expresie: legate (Ax.e, Ax....x...), libere (restul)

Variabile intr-o expresie: legate (toate aparitiile sunt legate), libere (restul)

B-redex si B-reducere

o-conversie

Forma normald

Expresie ireductibila

Teorema normalizarii

104
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Rezumat

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)
Tipuri de recursivitate: pe stiva (ineficient spatial), pe coada, arborescents (ineficient spatialjtemporal)
Aparitii ale unei variabile intr-o expresie: legate (Ax.e, Ax....x...), libere (restul)

Variabile intr-o expresie

B-redex si B-reducere

a-conversie

Forma normala

Expresie ireductibila

Teorema normalizarii

Rezumat

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)
Tipuri de recursivitate: pe stiva (ineficient spatial), pe coada, arborescenta (ineficient spatial/temporal)
Aparitii ale unei variabile intr-o expresie: legate (Ax.e, Ax....x...), libere (restul)

Variabile intr-o expresie: legate (toate aparitiile sunt legate), libere (restul)

B-redex si B-reducere: (Ax.e1e2), (Ax.e1e2) —p €1

e2/x]

a-conversie
Forma normala
Expresie ireductibila

Teorema normalizarii
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Rezumat

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)
Tipuri de recursivitate: pe stiva (ineficient spatial), pe coadd, arborescenta (ineficient spatial/temporal)
Aparitii ale unei variabile intr-o expresie: legate (Ax.e, Ax....x...), libere (restul)

Variabile intr-o expresie: legate (toate aparitiile sunt legate), libere (restul)

p-redex si B-reducere: (Ax.e1e2), (Ax.e1€2) —p €lp,y

a-conversie: (AX. ... Ay.e1... e2) — (Ax....At.eiy, ... e2)undetnueraliberdines, e2
Forma normald

Expresie ireductibila

Teorema normalizarii

Rezumat

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)
Tipuri de recursivitate: pe stiva (ineficient spatial), pe coada, arborescenta (ineficient spatial/temporal)
Aparitii ale unei variabile intr-o expresie: legate (Ax.e, Ax....x...), libere (restul)

Variabile intr-o expresie: legate (toate aparitiile sunt legate), libere (restul)

p-redex si B-reducere: (Ax.e1e2), (Ax.e1€2) —p €lp,y

a-conversie: (AX. ... Ay.e1... €2) — (Ax... Aty ... e2)undetnueraliberdines, e2
Forma normala: A-expresia nu contine niciun B-redex

Expresie ireductibila: nu poate fi redusa la o forma normala (altfel — reductibild)

Teorema normalizarii
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Rezumat

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)
Tipuri de recursivitate: pe stiva (ineficient spatial), pe coada, arborescents (ineficient spatialjtemporal)
Aparitii ale unei variabile intr-o expresie: legate (Ax.e, Ax....x...), libere (restul)

Variabile intr-o expresie: legate (toate aparitiile sunt legate), libere (restul)

p-redex si B-reducere: (Ax.e1e2), (Ax.e1€2) —g €lp,y
a-conversie: (Ax. ... hy.e1... e2) —, (Ax...At.e1y,,... e2)undetnueraliberdaines, e2
Forma normala: A-expresia nu contine niciun pB-redex

Expresie ireductibila

Teorema normalizarii

Rezumat

Teza lui Church: Orice calcul efectiv poate fi modelat in Calcul Lambda (cu functii recursive)
Tipuri de recursivitate: pe stiva (ineficient spatial), pe coada, arborescenta (ineficient spatial/temporal)
Aparitii ale unei variabile intr-o expresie: legate (Ax.e, Ax....x...), libere (restul)

Variabile intr-o expresie: legate (toate aparitiile sunt legate), libere (restul)

B-redex si B-reducere: (Ax.e1e2), (Ax.e1e2) —p €1

e2/x]
a-conversie: (AX. ... Ay.e1... e2) —, (AX....Az.e1,.,... e2)undeznu eraliberaines, e2
Forma normala: A-expresia nu contine niciun B-redex

Expresie ireductibila: nu poate fi redusa la o forma normala (altfel — reductibila)

Teorema normalizarii: Reducerea stanga->dreapta garanteaza gasirea formei normale
(cand aceasta existad)
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