METODE NUMERICE: Laborator #10
Trasformari Fourier Rapide (FFT)

Titulari curs: Florin Pop, George-Pantelimon Popescu

Responsabil Laborator: Adelina Vidovici

Obiective Laborator

In urma parcurgerii acestui laborator, studentul va fi capabil sa:

e Determine polinomul de interpolare trigonometrica folosind tehnica de calcul directa
e Aplice transformarea Fourier rapida pentru a determina polinomul de interpolare trigonometrica.
e Utilizeze algoritmii Remez pentru determinarea polinomului de aproximare minimax.

Notiuni teoretice

Transformarea Fourier rapida

Interpolarea unui set de date alcatuit din 2m puncte folosind tehnica de calcul directd necesita efectuarea
unui numar mare de operatii (aproximativ (2m)? operatii de inmultire si (2m)? operatii de adunare), motiv
pentru care si eroarea obtinuta in cazul unui numéar mare de puncte este foarte mare.

Tehnica de calcul directa presupune determinarea polinomului de interpolare trigonometrica pentru cele
2m puncte (z;,y;), cu x; = —m + (j/m)m, pentru oricare j = 0,1, ...,2m — 1 folosind urmatoarea formula:

Sy () = Gotamecosma o S (g, cos kx + by sin k),

2m—1 .
> y; cos kx;, pentru oricare k = 0,1,...,m

1
m
1 .
o b = % ijo y; sinkz;, pentru oricare k =1,2,...,m —1

Metoda alternativa de a determina forma polinomului de interpolare trigonometrica necesita doar O(m log, m)
operatii de inmultire si O(mlog, m) operatii de adunare.

Astfel, numérul de operatii necesare pentru obtinerea polinomului de interpolare trigonometrica devine
de ordinul miilor, atunci cand setul de date este de ordinul miilor, spre deosebire de calculul direct unde
numarul de operatii este de ordinul milioanelor.

Metoda poartd numele de transformata Fourier rapida (Fast Fourier Transform). In locul evaludrii directe a
constantelor ay, si by, transformarea Fourier rapida modifica valoarea coeficientilor complecsi ¢ in
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1 2m—1 ik
m Zj:O Cke ™,

unde ¢ = Z?Z)_l yjeik”j/m, pentru oricare k = 0,1, ...,2m — 1.
Odata constantele ¢, determinate, ay, si by, pot fi calculate folosind formula lui Euler: e'* = cos z + isin z

In plus, pentru orice valoare intreaga a lui n:

e"™ = cosnmw + isinnw = (—1)".

k
Astfel ca ay, + b, = (77711) ¢k, cu precizarea ca atat bg si by, sunt egale cu 0 si nu contribuie la rezultatul final.

Presupunand ca m = 2P (m este o putere a lui 2), pentru orice k = 0,1,...,m — 1, vom avea:
Ch + Chpm = Z?:(;l yjeikﬂrj/m + Z?:&l yjei(k—i-m)ﬂ'j/m _ Z?:{;l yjeilwrj/m(l 4 e‘n'ij)7 dar

14 emii — 2 daca j este par
| 0 daci j este impar

ceea ce inseamna ca doar m termeni sunt diferiti de 0 si contribuie la rezultatul final.

Daca inlocuim indicele j cu 25 atunci cand scriem suma, vom obtine:

Ck + Chm = 2 Z;n=701 y2jeikﬂ'(2j)/m,

echivalent cu relatia:
Ch + Cham = 2370 et/ (/)
In mod similar,

ik m—1 ikmq 2
Ck — Ck+m — 2e’ m/m Zj:() Z/2j+162 wj/(m/2)

Atat ¢ sl cgim pot fi determinate din cele doud relatii.

Procesul va lua sfarsit dupa p + 1 iteratii, asa cum vom vedea si In exemplul urmétor.

Problema rezolvata

Aplicati transformarea Fourier rapida asupra unui set de 8 = 2% puncte (z;,y;), unde z; = —7 + jm/4, cu
7=0,1,..,7.

Comparati numarul de operatii folosite in cadrul tehnicii de calcul directe a polinomului de interpolare
trigonometrica cu numarul de operatii necesare in cadrul transformarii Fourier rapide.

Solutie:

In acest caz, 2m =8, decim =4 = 22 si p = 2.
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54(1‘) =

Gotagcosdr 4 Zizl(ak cos kx + by sin kz), unde

ay = izzzo yjcoskx; siby = iZ;‘:o y; sin kz;, pentru oricare k =0,1,2,3,4

Definim transformarea Fourier ca fiind:
1 7 ikx
4 Zj:o Cke )

unde ¢ = 237‘:0 y;e®mi/4 pentru k = 0,1, ..., 7.

Pentru a determina constantele ay si by vom folosi relatia ay + iby, = 7

Folosind calculul direct, obtinem constantele cg:

co=Yo+ Y1 +Y2+Yys+Ys+Ys+ Y +yr

c1=yo + (53 )y +iye + (55 )ys —ya — (55 )ys — ive — (S5 )y
C2 = Yo +iy1 — Y2 — 13 + Ya + Y5 — Yo — 17
e = yo + ("3 )yr —iy2 + (55 )ys — ya — (55 )ys + iye — (S )y

CAa=Yo—Y1+Y2—Ys+ Y1 —Ys+Ys — Yz

i—1

C5 = Yo — (%)yl +iy2 — ("5 )ys —ya + (%)% —1ys + (%)ZH
C6 = Yo — Y1 — Y2 + iYs + Y4 — Y5 — Y6 T Y7

1 =yo — ("3 )yr —iy2 — (S5 )ys — ya + (55 )ys + iy + (S )yr

le—zkﬂ'ck

Pentru ca, in acest caz, setul de date este unul mic, multi dintre coeficientii termenilor y; sunt egali cu

1 sau cu —1. Pentru a putea compara numar de operatii necesare, vom lua in considerare si inmultirile cu 1
si cu —1. Astfel, sunt necesare 64 de Inmultiri/impartiri si 56 operatii de adunare/scidere pentru obtinerea

constantelor cg, ¢, ..., ¢7 folosind calculul direct.

Pentru a determina primul pas din transformarea Fourier rapida, vom defini:

do = “F = yo + y2 + ya + Yo

di = 5% =y +ys +ys +yr
dy = 95 = yo +iys — ys — iys

€1—Cs i+l

dng:(ﬁ)(y1+iy37y5—z‘y7)

dy =255 = yo — yo 4+ ys — Yo

ds = 5% = i(y; —ys +ys — y7)
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cater

de = ST = yo — Y2 — iYa + 1Ys
dy = 95 = (%)(yl —iy3 — Y5 + iy7)
Pentru cel de-al doilea pas din transformarea Fourier rapida, vom defini:

_ do+da __
e =5+ =yo+ya

do—d
e1= "5t =ya+ Y

ey = Mitds — i(y, + ys)

ez = M9 —i(ys +y7)

dytd
eg = e —yy —yy

€5 = ‘dzgdﬁ = i(y2 — ¥o)

g = Matd — () (Y1 —ys)

S

izt = (1) (s — o)

€7 =
Cel de-al treilea pas (3 = p + 1) al transformérii presupune definirea:

fo =g =y,

fl — 60564 — y4

_ te1+es __
fQ* 125*”/2

[ =17 =y

fo= BB (i,
fs= Hﬁl)ﬁ = (%)ys
fo = SRz,

fr = (73 )ea—er = (=izl
2

Valorile c¢g, c1, ..., c7, do,d1, ...,d7, €y, €1, ..., €7, fo, f1, ..., fz sunt independente de setul de puncte, ci depind
doar de valoarea lui m = 4. Pentru fiecare valoare m, exista un set unic de constante cg, dg, ex, fr, cu
k=0,1,...7. Calculele anterioare nu sunt neapéarat necesare in cadrul unei aplicatii.

In cele ce urmeaza vom prezenta calculele necesare pentru determinarea polinomului de interpolare trigono-
metrica folosind transformata Fourier rapida:

Determinarea valorilor f:

fo=yo; f1 = ya; f2 = iy2; f3 = iys;
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fo= 50w fs = (55)wss fo = (S5 yss fr = (S5 s

Determinarea valorilor ey:

eo = fo+ fiser = —i(fa + f3);e2 = (%)(fzx + f5);e3 = —(i%)(fe + f7);
ea=fo—fises=fo—fase6 = fa— fsi 67 = fo — Jr;

Determinarea valorilor dj:

do =eg+e1;dy = —i(ea + e3);da = eq + e5;ds = —i(eg + e7);

dy =eg—e1; ds = e2 —e3; dg = eq — e5; d7 = eg — ex;

Determinarea valorilor cg:

co =do +di;cr = dy +dg;co = dy + ds; c3 = dg + dr;

¢y =do — dy; 5 = do — ds; cg = dg — ds; c7 = dg — dr;

Analizdnd numaérul de operatii necesare in acest caz, vom obtine 24 de Inmultiri/impartiri si 24 de operatii

de adunare/scadere.

Probleme propuse

Problema 1

Implementati in OCTAVE algoritmul de determinare a polinomului de interpolare trigonometrica pentru
cele 2m puncte (xj7yj), cur; = -7+ (j/m)m, pentru oricare j = 0,1,...,2m — 1, folosind transformata
Fourier rapida.

Date de intrare:

e m putere a lui 2, unde 2m este numarul de puncte din setul de date.

e valorile yo, Y1, ..., Y2m—1

Date de iesire:

e valorile complexe cg, 1, ..., Com_1
e valorile reale ag, a1, ..., Gm, b1, ooy b1
Problema 2

Determinati polinomul de interpolare trigonometricid de grad 2 pe intervalul [—m, 7] pentru setul de date
(xj, f(z)) cu j =0,1,2,3, unde:

ar = %Z?:o f(z;)coskxj, pentru k =0,1,2 81 by = %Zj‘:o f(z;)sinkzx;

Facultatea de Automatica si Calculatoare, UPB Pagina 5 din |§|



METODE NUMERICE Laborator #10 Trasformari Fourier Rapide (FFT)

*Comparatie intre forma functiei si forma polinomului de interpolare obtinut:

Problema 3

Determinati polinomul de interpolare trigonometrica de grad 4 pe intervalul [0,2] pentru setul de date
(/4 £G/4) eu j = 0,1,...,7, unde;

f(x) = 2* — 32% + 222 — tanz(z — 2).

*Comparatie intre forma functiei si forma polinomului de interpolare obtinut:

Y

2+

y=rt
¥ =50
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