METODE NUMERICE: Laborator #8
Metoda QR cu deplasare explicita pentru matrice
simetrice.

Titulari curs: Florin Pop, George-Pantelimon Popescu

Responsabil Laborator: Adelina Vidovici

Obiective Laborator

In urma parcurgerii acestui laborator, studentul va fi capabil sa:

o Construiasca o matrice de rotatie
e Utilizeze metoda QR cu deplasare explicita pentru a determina valorile proprii ale unei matrici simetrice
tridiagonale;

Notiuni teoretice

Din cauza cresterii rapide a erorii obtinute, metodele studiate in cadrul laboratorului anterior nu se preteaza
la calcularea tuturor valorilor proprii.

O alternativa este algoritmul QR care determina simultan toate valorile proprii ale unei matrici simetrice
tridiagonale. Vom putea determina valorile proprii pentru orice matrice simetrica folosind in prealabil metoda
Householder, metoda care transforma o matrice simetrica intr-una tridiagonala (tot simetrica).

Matricea A de dimensiune n x n in forma tridiagonala:

ar by 0 0

b2 as b3

Daca by = 0 sau b, = 0, atunci matricea A va avea o valoare proprie egald cu ay, respectiv cu a,. Ceea
ce face metoda QR in cazul in care bs si b, sunt diferite de 0 este sa scada progresiv valorea lui by sau a lui
b, pana devin aproximativ egale cu 0.

Cénd b; = 0 pentru o valoare a lui j care respecta conditia 2 < j < n, problema poate fi redusa la
rezolvarea a doud probleme de dimensiune mai mica. ((a) si (b))
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ag by 0 - 0 a; biy1 0 - 0
by ax by . : bjv1 aji1 bjte :
(a) 0 . . .0 (b) 0 . .0
: : bj_1 : LTl Ty,
i 0 - 0 bj—1 a1 i i 0 0 b, an ]

Daca niciuna din valorile b; nu este egala cu 0, atunci metoda QR presupune formarea unei secvente de
matrici A = A A®) AG) | dupd cum urmeaz:

1. AD = A este factorizatd ca find AV = QWRMW  unde Q) este o matrice ortogonals, iar R este

o matrice superior triunghiulara.

2. A® = ROQMW

In general, A este factorizat ca fiind A® = QWR® unde Q) este o matrice ortogonals, iar R(*) este o
matrice superior triunghiulars. Apoi, AGTD = ROQ) | Deoarece Q) este ortogonald, R = Q(i)tA(i) si
A = ROQE) = (QM' AM)QM) = QW' AN Q).

Acest lucru ne asigurdi ci AGH1D) este o matrice simetrici ce are aceleasi valori proprii ca A® si avand

in vedere ca initial A®Y) = A, inseamna ci ACHD are aceleasi valori proprii ca matricea A.
Din modul in care definim R si Q| ne asiguram ci AC*D este o matrice tridiagonal.

Matrice de rotatie
Pentru a putea descrie construirea matricilor Q) si R(), este necesara definirea notiunii de matrice de rotatie.

O matrice de rotatie P este diferitd de matricea identitate in cel mult patru elemente. Aceste patru elemente
sunt: py; = pj; = cosO si p;; = —pj; = sinO, pentru o valoare O si i # j.

Orice matrice de rotatie P este ortogonald pentru ci definitia implicd PP! = I.

Pentru orice matrice de rotatie P, matricea produs AP este diferita de A doar prin valorile din coloanele 7
si j, In timp ce matricea produs PA este diferita de A doar prin valorile din liniile 7 si j.

Pentru orice i # j, valoarea unghiului © poate fi aleasa astfel incat elementul (PA);; s& se anuleze.

Problema rezolvata 1

Sa se determine matricea P cu proprietatea cd PA are un element egal cu 0 in pozitia (2, 1)
(linia 2, coloana 1).
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31 0
A=11 3 1
0 1 3
Solutie: Forma lui P este
cos® sin® 0 3c0sO + sin® cosO + 3s5in®  sin©
P = —sin® cos® 0 asadar PA = —3c080O + c0s® —sin® + 3c0sO cosO
0 0 1 0 1 3

Unghiul © este ales astfel incat —3sin® + cosO© = 0, ceea ce Inseamna ca tgo = % Rezulta ca:

c0sO = 3—{()10. sin® = —Vléo.

w
%
[}

V10 3v/10 /10
0 a0 S VIO 5 B

PA = — ¥ S 0 * 1 3 1 = 0 < 0 (1)
0 0 1 01 3 0 1 3

Observatie!: Dupa cum putem observa din (1), matricea PA nu este nici simetrica, nici tridiagonala.

Constructia lui Q si a lui R

Pentru a obtine matricea R("), matrice superior triunghiulard, sunt necesare mai multe matrici de rotatie
aplicate asupra matricii A.

RM = p,P,_4..P,AY)
Pentru inceput, construim matricea de rotatie Py cu:

P11 = P22 = 0503 si p1g = —p21 = 5inOy, unde

bo a

—2 & c0sOy = ——L—
Vb224a1? Vb2%+a;?

5inOy =

Pentru verificare, vom calcula produsul:

_ by = ——02a1 a1by —
( sm®2)a1 * (60862) 2 \/b22+a12 + \/b22+a12 0

ceea ce inseamnd cd elementul din pozitia (2,1) din matricea AW = P AD este egal cu 0. fnmul‘girea
lui P, cu A modifica liniile 1 si 2, insi avand in vedere c& matricea AM) este tridiagonald, doar valoarea
elementului de indice (1,3) poate deveni diferit de 0 in matricea Ay,

In general, matricea P este aleasd astfel incat elementul cu indicele (k, k-1) din Ak(l) = PkAk,l(l) sa

fie 0. Ceea ce face ca elementul de indice (kK — 1,k 4+ 1) sa devind diferit de 0. Dupé construirea tuturor
matricilor de rotatie Ps, Ps,...P,, putem de termina Q si R.

R — An(l) =P,P,_1..»A
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Metoda QR

QWY =ptpt. Pt
Ortogonalitatea matricilor de rotatie implica
QWRW = (P Ps"...PL)(P,...PsP) A1) = A
Matricea Q) este ortogonald deoarece:

QW'QW = (P Pyt P (P P3!...Pt) = (Py...P3Py) (P! Ps'..PY) = T

Problema rezolvata 2

Determinati prima iteratie a metodei QR asupra matricii A:

— o
W= o

Solutie: A = A si P, reprezinta matricea de rotatie determinatd in cadrul problemei 1.

0

MR 0] a1 VIO S0
1 — n - —
Ay = RA = —1£00 w0 * 1 3 1 = 0 @ %0170
0 0 1 01 3 0 1 3
In continuare,
. 1 . 4@
szn@g = W = 0.36761 S1 00593 = W = 0.92998
Vom determina R = A;Y = PyA,Y i Q) = PPyt
r 3v10 V10
1 0 0 VIO S e VIO B0 D
R = |0 092998 0.36761 | = 0 &0 310 | = 0 27203 1.9851
| 0 —0.36761 0.92998 0 1 3 0 0 24412
[ 310 _VIo 10 0 0.94868 —0.29409  0.11625
QW VIO 3VI0 g | x| 0 0.92998 —0.36761 | = | 0.31623 0.88226 —0.34874
0 0 1 0 0.36761  0.92998 0 0.36761  0.92998
In consecintd, A2 = RMQM
[RVATNE AU RAT 0.94868 —0.29409  0.11625 0.86024
A®) = 0 27203 1.9851 | * | 0.31623 0.88226 —0.34874 | = | 0.86024 3.12973 0.89740
0 0 24412 0 0.36761  0.92998

Elementele de sub diagonala principals din matricea A sunt mai mici decat cele din matricea A cu
aproximativ 14%. Pentru a obtine valori sub 0.001, vor fi necesare 13 iteratii folosind algoritmul QR. Dupa

13 iteratii, vom obtine:

4.4139 0.01941 0
A13) = 0.01941 3.0003  0.00095
0 0.00095 1.5858

0.89740 2.27027
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Ceea ce Inseamna ca am determinat aproximatia unei valori proprii a matricii A, 1.5858 si ca putem determina
si celelalte doua valori proprii calculand valorile proprii ale matricii reduse:

4.4139 0.01941
0.01941  3.0003

Accelerarea convergentei

Daca valorile proprii ale matricii A au module diferite: |[A1] |A2] ... |A\,[, rata de convergentd a elementului

i+1) (i+1)

b1 citre 0 in matricea AU depinde de raportul ‘% . Convergenta lui bj 1 catre 0 determini

rata cu care elementul aj(”l) converge catre valoarea proprie corespunzatoare ;.

Pentru a accelera convergenta, vom implementa o tehnica de deplasare: Este aleasa o constanta o, constanta
apropiata de una din valorile proprii ale matricii A. In acest caz, factorizarea devine:

AD — o = QW RO,
iar matricea AU este definitd ca fiind:
AGFD) = ROQW 4 5T,

+1) )\i+170'

/\ifo'
poate aduce o imbunatatire semnificativa asupra convergentei elementului aj("‘"l) catre valoarea proprie

Acest lucru

Cu aceasta modificare, rata convergentei lui bj+1(i catre 0 depinde de raportul

corespunzatoare \j, in cazul in care o este mai apropiat de ;41 decat de A;.

Vom schimba constanta o la fiecare pas, astfel incat atunci cind A are valorii proprii distincte in modul,
bn(iH) sa convearga la 0 mai rapid decat oricare alt bj(iﬂ), pentru orice j mai mic strict ca n.

Cand b, "tV este aproape 0, tragem concluzia ci ), este aproximativ egal cu a, “t1), dupi care eliminim
randul n si coloana n si continudm cu determinarea valorii proprii A,—1. Procesul se incheie in momentul in
care am obtinut cite o aproximare pentru fiecare valoare proprie a matricii A.

Tehnica de deplasare alege, la pasul i, constanta \;, unde A,_; este valoarea proprie cea mai apropiata
de a,® a matricii E®:

E(l)f an—l(i) bn(z)
= b a0

Problema rezolvata 3

Aplicati metoda QR cu deplasare asupra matricii A:

—_ L =
w = O

Solutie: Pentru a determina factorul de accelerare oy trebuie sa determinam valorile proprii ale matricii

Facultatea de Automatica si Calculatoare, UPB Pagina 5 din



METODE NUMERICE Laborator #8 Metoda QR

3 1

1 3
care sunt j; = 4 si 1o = 2. Cum ambele valori sunt la fel de depértate de valoarea lui as") alegem o valoare
la intamplare, s =2 = 0.

110
AD _ g T=[1 1 1
0 1 1

Continuam cu determinarea lui 45" ca in cazul algoritmului fara deplasare:

V2 V2 L2
1)

Ay 0 0 ¥

0 1 1

Determinam R(M) = A3

V2 V2 L2

RW=10 1 1
0 o0 -¥2

si A, (M = RMQMW =

2 20
Az(l): g 1 7@
0 -2 9

2) — _¥2 py sunt suficient de apropiate

Am terminat o iteratie a algoritmului QR. Nici b2(2) = §7 nici bg( 5
de 0, asa ca vom calcula si pasul urmator al algoritmului QR. De data asta, determinam valorile proprii

% + % 3 ale matricii:

Determinim cea mai apropiati valoare proprie de a3(®) = 0. Rezulti oy = % — %\/?:
2.6720277  0.37597448 0
AB=10.37597448  1.4736080  0.030396964
0 0.030396964 —0.047559530

Daca b3(2) = 0.030396964 este suficient de apropiat de 0, atunci aproximatia valorii proprii Az este 1.5864151,

suma dintre a3(3) siop + o9 =2+ 1%\/3

Stergem a treia linie si a treia coloani din A®) si devine:

2.6720277  0.37597448
AB®)=10.37597448  1.4736080
0 0.030396964
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cu valorile proprii pq=2.7802140 si uo=1.3654218. Deci 01 =~ 4.4141886 si g9 = 2.9993964.

Valorile proprii obtinute in acest caz, dupa doua iteratii, sunt 4.41420, 3.00000, and 1.58579, ceea ce
demostreaza ca algoritmul QR cu deplasare ofera precizie buna si in cazul unui numéar mic de iteratii.

Probleme propuse

Problema 1

Implementati in OCTAVE algoritmul QR pentru determinarea valorilor proprii a unei matrici simetrice.

Date de intrare:

n-dimensiunea matricii

o a1, ayM, . a,®

. b2(1)7 bg(l), - bn(l)

tol-toleranta acceptata

maxiter-numarul maxim de iteratii
Date de tesire:

e valorile proprii ale matricii A sau
e un mesaj de eroare in cazul in care a fos depasit maxiter

Problema 2

Determinati primele doua iteratii ale algoritmului QR pentru urmatoarele matrici:

O I EE I
(a) -1 2 -1 (b) 1 4 2 (0 0 1 ) (d) 0 1 .

0 -1 2 021 0 0 1 4 0 0 1 3
Problema 3

Folosind algoritmul QR cu deplasare, determinati valorile proprii ale matricilor de la Problema 2 cu o
toleranta de 1075,
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