METODE NUMERICE: Laborator #7
Calculul valorilor proprii si vectorilor proprii prin
metodele puterii. Metoda Householder

Titulari curs: Florin Pop, George-Pantelimon Popescu

Responsabil Laborator: Alexandru Tifrea

Obiective Laborator

In urma parcurgerii acestui laborator studentul va fi capabil sa:

e Utilizeze metoda puterii directe si metoda puterii inverse pentru a determina valorile si vectorii proprii
ai unei matrice;

e Aplice metoda Householder pentru a determina vectorii si valorile proprii ale unei matrice;

e Aplice proprietatile valorilor si vectorilor proprii in rezolvarea unor probleme cu matrice

Notiuni teoretice

Definitii

Definitia 1: Fie A € C"*". Un numér A € C se numeste valoare proprie a matricei A dacé exista un
vector nenul € C", numit vector propriu asociat valorii proprii A € C, astfel incit Az = Az (ecuatia
caracteristica).

Observatii:
1) Az = Az - acest sistem liniar si omogen admite solutii nenule daca si numai dacé p(\) = det(A, — A) = 0.
2) Polinomul monic p(A) de gradul n se numeste polinom caracteristic al matricei A. Valorile proprii ale
unei matrice sunt zerourile polinomului caracteristic.

3) Numarul real p(A4) = Amfu();)ﬂ)\ﬂ) se numeste raza spectrald a matricei A.
i€

Definitia 2: Se numeste spectrul (de valori proprii al) matricei A multimea A(A) = {A1, Az, ..., \n}.

Proprietati ale valorilor proprii

Au loc urmatoarele proprietati:

P1) Valorile proprii ale unei matrice satisfac relatiile
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P2) Daci existd T € C™*" astfel incat B = TAT ! atunci A\(A) = A\(B). Transformarea de aseminare
conserva spectrul de valori proprii al matricei.

Observatii:

e Doud matrice A si B sunt asemenea daca exista o matrice nesingulara T' € C"*" astfel incat B =
TAT.

e Pentru orice matrice A € C"*™ (in particular A € R™*") existd o matrice unitard @ € C"*™ astfel
incit matricea unitar asemenea cu A: S = QT AQ € C™*™ este superior triunghiulara.

e In cazul real, pentru orice matrice A € R"*" exista o matrice ortogonala @Q € C"*" astfel incat
matricea ortogonal asemenea cu A: S = QT AQ € R"*" are o structura cvasi-superior triunghiulara:

S11 512 Slq

g — 0 Soo ... qu

0 0 ... Sg
unde blocurile diagonale s;;,7 = 1 : ¢ sunt matrice 1 x 1 sau 2 x 2, cele de dimensiune 2 x 2 avand
valorile proprii complexe. Matricea S poartd numele de forma Schur reald a matricei A.

Determinarea vectorilor si valorilor proprii

Mediul de programare OCTAVE furnizeaza o functie de calcul a valorilor si vectorilor proprii pentru o matrice
A arbitrara. Un exemplu de utilizare:

[V, lambdal] = eig(A);

Metoda puterii directe
Fie matricea A € R™*™ avand spectrul de valori proprii A (A) = {A\1, A, ..., \p} si fie X = {x1,29,...,2,} un
set de vectori proprii, de norma euclidiana unitara, ai matricei A.

Presupunem c |A1| > |A2| > ... > |Ay]-

Daca y € C™ este un vector de norma euclidiana unitara avand o componenta nenula pe directia vectoru-
lui propriu z; € X , definim sirul vectorial (y(k))keN si sirul numeric ()\(k))keN prin relatiile:

—_

YO =y
. Pentru k =1,2, ...

[\

3. z A-ylk—b

=~

(k) _z
U FIP

ot

Observatie: Metoda puterii directe converge oricum am alege y initial care sa verifice conditia mentionata.

Metoda puterii inverse

Metoda puterii inverse de determinare iterativa a unui vector propriu se bazeaza pe relatia conform careia
matricea B = (A — uI)~! va avea o valoare proprie net dominanta daca, ”deplasarea” u este o aproximatie,
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chiar gi grosiera, a unei valori proprii distincte a matricei A. Metoda puterii inverse, este, in fapt metoda
puterii aplicata matricei B de mai sus si se defineste astfel:

1.y =y
2. Pentru k=1,2, ...

3. Se rezolva sistemul liniar (A — pl)z = y*=1

4. y*F)

5. AE) (y(k))TAy(k)
5. pw= Ak

Conform celor aratate la metoda puterii, girul (y(k)) pen €ste convergent catre vectorul propriu al matricei
A asociat valorii proprii celei mai apropiate de deplasarea p. Pentru a obtine un algoritm care converge mai
rapid, deplasarea p este modificatd de la o iteratie la alta utilizind aproximatia curentd g = A*) a unei
valori proprii a matricei A. Aceastd varianta, cunoscuta sub denumirea de iterarea catului Rayleigh, este
definita de vectorul initial de norma unitars y, deplasarea initiald i = po = y* Ay si procedura in care y se
inlocuieste cu p = A\(*)

Metoda deflatiei

Deflatia este aplicabild doar in cazul matricelor simetrice cu elemente reale. Cu ajutorul metodei
puterii se poate gasi valoarea proprie dominanta si vectorul propriu corespunzator. Pentru a afla restul de
perechi proprii vom folosi urmatoarea constructie:

e Initial avem o matrice A cu vectorii proprii z1, zo, ..., T, si valorile proprii A1, Ag, ..., A,, dintre care pe
A1 si xp 1i calculam cu metoda puterii.

e Construim matricea B = (I,, — z1y7)A, cu y ales astfel incat z1y?7 = 1. Aceastd matrice va avea
valorile proprii {0, A2, A3, ..., A } si vectorii proprii {x1, 22, 23, ..., 2, }, unde z; = x; — 21y @, Vi = 2 : n.

e Daca din matricea B scoatem prima linie si prima coloana, isi pastreaza perechile proprii mai putin
prima. Pe aceasta matrice putem aplica acelasi procedeu.

Metoda Householder

In esenta, metoda propune o procedura de constructie iterativa a unui sir de matrice ortogonal asemenea
cu matricea initiala gi rapid convergent catre forma Schur reala. Daca prin metodele puterii se obtineau
aproximari ale valorilor si vectorilor proprii, prin metoda Householder se urmareste obtinerea formei Schur
reale, care contine valorile proprii exacte. Toate versiunile algoritmului QR sunt organizate in doua etape:

1. etapa directa, de reducere a matricei date la forma superior Hessenberg prin transformaéri ortogonale
de asemanare;

2. etapa iterativa, de constructie recurenta a unui sir de matrice convergent catre forma Schur reala.

e Algoritmul QR cu deplasare explicita cu pasi simpli
Consideram matricea H ca fiind o matrice superior Hessenberg. Atunci algoritmul se scrie astfel:
1. Hy=H
2. Pentru k =0,1,2, ...

Facultatea de Automatica si Calculatoare, UPB Pagina 3 din



METODE NUMERICE Laborator #7 Valori si vectori proprii

4. Hy — i1, = Qi Ry
5. Hy1 = QiR + prly

Pentru o alegere convenabila a lui p se poate demonstra ca metoda converge rapid citre forma Schur

reala a matricei H. De aceea, la fiecare pas facem atribuirea: pup = h%kn) Astfel, algoritmul va fi

urmatorul:
Lop= hnn
9. H=H — ul,
3. Pentruj=1:(n—1)
4. Se determing rotatia plana P; ;1 astfel incat (P, H);j41,; ==0
5.  H=Pl H
6. Pentruj=1:(n—1)
7. H=HP,
8. H=H+ul,

e Algoritmul QR cu deplasare explicitda cu pasi dubli
Pentru depasirea dificultatilor legate de absenta convergentei sirului QR creat de utilizarea pasilor
simpli atunci cand matricea are valori proprii complexe se adopta asa numita strategie a pasilor dubli
QR care comprima intr-o singura iteratie doi pasi simpli QR succesivi. Algoritmul propriu-zis este

urmatorul:

1. Pentru k =1,2,...
2 s = hn—l,n—l + hn,n
3. p= hn—l,n—lhnn - hn,n—lhn—l,n
4. Se calculeaza M = H? — sH + pl,,
5 Se factorizeazd M = QR
6 H=QTHQ

Problema 1

Implementati in OCTAVE metoda puterii directe si metoda puterii inverse.

Problema 2

Fie matricea 3-diagonala: A= |... .. ... |. Se construieste sirul de polinoame:
bn—l ap—1 Cn-1
b, an

Po(N) = 1, pr(A) = A — a1y oo pu(A) = (0 — an)Pns (N) — buén_1pn_s(N)

a) Aratati cd p, () este polinomul caracteristic al matricei A.
b) Scrieti o functie Matlab care calculeaza valorile proprii i vectorii proprii ai matricei A.
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Valori si vectori proprii

Problema 3

Sa se demonstreze pentru A € R™*™:

2) oA > {Mz Db
)
(

=3

(A= pln) ={Xi —p} Vi€ R;
)aAk {)\k} Vk € N;

&) o((A= L)) = {55

g

(¢]

},V,ueR;

Problema 4

Calculati valorile proprii si vectorii proprii ai unui reflector Householder.
Indicatie: GTu = e;. G - este un reflector. Coloanele lui G sunt vectori proprii.

Facultatea de Automatica si Calculatoare, UPB

Pagina 5 din



	Obiective Laborator
	Notiuni teoretice
	Definitii
	Proprietati ale valorilor proprii
	Determinarea vectorilor si valorilor proprii
	Metoda puterii directe
	Metoda puterii inverse
	Metoda deflatiei
	Metoda Householder


	Problema 1
	Problema 2
	Problema 3
	Problema 4

