METODE NUMERICE: Laborator #5
Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor: Jacobi,

Gauss-Siedel, Suprarelaxare

Titulari curs: Florin Pop, George-Pantelimon Popescu

Responsabil Laborator: Madalina-Andreea Grosu

Obiective Laborator. Motivatie

In urma laboratorului studentul va fi capabil sa rezolve sisteme de ecuatii liniare utilizand metode iterative,
sa observe diferentele dintre metodele directe si iterative.

Metodele exacte de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare, avind complexitate O(n?), au aplicabilitate
limitata la ordine de sisteme ce nu depagesc 1000. Pentru sisteme de dimensiuni mai mari se utilizeaza
metode cu complexitate O(n?) intr-un singur pas de iteratie. Acestea utilizeaza relatii de recurenti, care
prin aplicare repetata furnizeaza aproximatii cu precizie controlata a solutiei sistemului.

Notiuni teoretice

La metodele iterative se incearca transformarea sistemului Az = b la forma x = Gx + ¢. Pornindu-se cu o
aproximatie initiald () a solutiei se genereazi, folosind o relatie de recurend de forma:
bl

e = Gz ¢ (1)

unde

o (0 zM 2P sunt aproximarile solutiei;

G reprezinta matricea de iteratie a sistemului;

c reprezinta vectorul de iteratie.

O metoda este convergenta daca este stabila si consistenta. Conditia necesara si suficienta de convergenta

este:
p(G) <1 (2)

unde p(G) = max(|]A1], |Az], ..., |An|) reprezintd raza spectrald a matricei de iteratie G si Aj,i = 1 : n
reprezinta valorile proprii ale matricei.

Metodele iterative se bazeaza pe descompunerea matricei A sub forma A = N — P. Atunci sistemul
devine

(N—-Plxz=b
r=N"'Pr4+N"1b
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de unde rezulta relatia de recurenta
P = N~lpg®) 4 N—1p (3)

de unde putem identifica G = N~'P si ¢ = N~ !b.

Se partitioneaza matricea A punand in evidentd o matrice diagonala D, o matrice strict triunghiular
inferioara L si o matrice strict triunghiular superioara U:

A=D-L-U. (4)

Metoda Jacobi

In metoda Jacobi se aleg:
N=D
P=L+U
G;=D"YL+U)
Solutia sistemului se poate scrie sub forma:

Ly = i FE (5)

Metoda Gauss-Seidel

La aceasta metoda se alege:
N=D-1L
pP=U
Gas=(D—-L)"'U
Solutia sistemului se poate scrie sub forma:

i-1 +1 n
2P bi — 25 aijm('p - D= aijx(.p)
3

Metoda suprarelaxarii

Pentru gasirea unei descompuneri cat mai rapid convergente se introduce parametrul de relaxare w:
A=N-P=N—-wN-P+wN=(1-w)N—-(P—-wN)=N(w)— Pw)

de unde obtinem:

Nw)=(1-w)N

P(w)=P—-wN

G(w) = N"Yw)P(w) = (P —wN) = Mol

1-—w 1-w
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Metode iterative

Conditia de stabilitate impune w € (0, 2).

In practica se face o alta alegere, astfel:

Nw)=1D-1L, P(w):(%—l)D—ﬁ—U, Gy, = (D —wL) (1 —w)D + wU]

T w

Solutia sistemului se poate scrie sub forma:

i—1 (p+1) n (p)
bi— > 501 @iy = D Qi

+1
.Z’Ep ) = w
Qi

+(1

Daca se alege w = 1 = metoda Gauss-Seidel.

Probleme rezolvate

1. Sa se rezolve sistemul folosind metoda Gauss-Seidel:

4%1 + o — T3 = 3
201 + Txzo + X3 = 19
Ty — 3x2 + 12z3 = 31
Solutie: Scriem formulele de recurenta
A — 1/428 + 1742
2 = —2/7x§k> — 1/7xék)
2 = —1120 4+ 17420
Daca alegem x§°) = J;éo) = xgo) = 0 obtinem urmatoarele rezultate:
k xgk) Jiék) a:ék)
0} 0 0 0
11075 250 3.15
21091 2.00 3.01
31100 2.00 3.00
41100 2.00 3.00

Solutia exacta este: ©1 =1, x9 =2, x3 = 3.

2. Folositi metoda Jacobi pentru a aproxima solutia sistemului:

5T — 229 + 3x3 = -1
31 4+ 929 4+ x3 = 2
2561 - ) — 7583 = 3
Solutie: Scriem formulele de recurenta
X1 = —1/5 + 2/5%2 — 3/5%3
T2 = 2/9 + 3/9.%'2 - 1/9.1‘3
xr3 = —3/7 + 2/7.132 — 1/7.233
Alegand x§0) = xéo) = xgo) =0=

(p)

—w)x;

+ 3/4
+19/7
+ 31/12

(10)

(12)
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n 0 1 2 3 4 5 6 7
z1 | 0.000 —0.200 0.146  0.192  0.181 0.185  0.186  0.186
z2 | 0.000  0.222 0.203 0.328  0.332 0.329  0.331 0.331
3 | 0.000 —0.429 —-0.517 —0.416 —-0.421 —-0.424 —-0.423 —-0.423

(13)

2 2
1 3
linii. In aceste conditii este convergenta metoda Gauss-Seidel?

Solutie: Se determina matricea de iteratie a sistemului pentru metoda Gauss-Seidel, Gggs.

weptve po]2 0] L[ 00 po [0 2]

3. Fie sistemul Az = b, A € R>*?,z,b € R%2, A = [ ] Matricea A nu este diagonal dominanta pe

0 3 -1 0 0 O
Atunci: »
o o [ 300 0 21 .. [3 0 0 21 [0 -1
T Nt S N AN 0!
A 1 1 o 1
det M —Geas)=| | 1 |=0=AGas) ={0, 5} sl p(Gas) = 5 < 1.
3

= metoda Gauss-Seidel este convergenta.

Probleme Propuse

Problema 1

Matricea sistemului liniar

2 + y + z = 4
r + 2y + = 4 (14)
r + y + 2z = 4

nu este strict diagonal dominanta. In aceste conditii este convergenta:

1. Metoda Jacobi

2. Metoda Gauss-Seidel 7

Daca da, calculati solutia iterativa la pasul 3. Alegeti voi aproximatia initiala.

Problema 2

2

-1
Fie sistemul Az = b,A € R>**2,b € R? cu A = { 1 9 ] Determinati raza spectrala a matricei de

iteratie Jacobi.
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Problema 3

Fie o matrice A € R™"*" tridiagonaléﬂ si sistemul de ecuatii
Axr=b,cub, x € R".

Scrieti o functie OCTAVE care rezolva sistemul de ecuatii prin metoda iterativa Jacobi.

1| function x = solJacobi (A,b,x0,tol,maxiter)

2 % Rezolvarea sistemului Ax=b folosind metoda Jacobi
3 % Intrari:

4 % A - matricea sistemului

5 % b - vectorul termenilor liberi

6 % x0 - aproximatia intiala a solutiei

7 % tol - precizia determinarii solutiei

8 % maxiter — numarul maxim de iteratii permis
9 % Iesiri:

10 % X — solutia sistemului

11

12 % code goes here

13

14| endfunction

Listing 1: solJacobi.m

Problema 4

Sa se implementeze o functie OCTAVE care rezolva un sistem liniar de ecuatii folosind metoda iterativa
Gauss-Seidel. Functia va avea semnatura:

1| function x = solGaussSeidel (A, b, x0,tol,maxiter)
2 % Rezolvare sistem cu Gauss-Seidel

3 % Intrari:

4 % A - matricea sistemului

5 % b - vectorul termenilor liberi

6 % x0 - aproximatia intiala a solutiei

7 % tol - precizia determinarii solutiei

8 % maxiter - numarul maxim de iteratii permis
9 % Iesiri:

10 % x — solutia sistemului

oe

code goes here

14| endfunction

Listing 2: solGaussSeidel.m

Ihttp://en.wikipedia.org/wiki/Tridiagonal_matrix
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Problema 5

Sa se implementeze o functie OCTAVE care rezolva un sistem liniar de ecuatii folosind metoda suprarelaxarii.
Functia va avea urmatoarea semnatura:

function [ x, flag ] = sor(A, x, b, w, max_it, tol)

=

[ x, flag ] = sor(A, x, b, w, max_it, tol)

o© d° o o

Metoda Suprarelaxarii
Functia rezolva sisteme liniare Ax=b folosind metoda suprarelaxarii
Input:
A - matricea sistemului
X — aproximarea intiala a sistemului
b - vectorul termenilor liberi
w — factorul de relaxare
max_1it - numarul maxim de iteratii
tol - toleranta
Output:
x — solutia sistemului

=
° d° o° d° o° d° o° o° o°

o° o

flag — 0 = a fost gasita o solutie / 1 = metoda nu converge pentru max_it

,_
®
o\

code goes here

20 | endfunction

Listing 3: sor.m

Sa se testeze functia folosind diferite valori pentru w.
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