METODE NUMERICE: Laborator #4
Eliminare gaussiana cu pivotare totala si scalare.
Algoritmul Thomas pentru rezolvarea sistemului

3-diagonal

Titulari curs: Florin Pop, George-Pantelimon Popescu

Responsabil Laborator: Florin Pop

Obiective Laborator

Acest laborator are ca scop familiarizarea cu metodele numerice directe de transformare a unei matrici
nesingulare la forma superior triunghiulard sau inferior triunghiulari. Aceaste metode poarta numele de
eliminari Gaussiene. Cea mai simpld metoda de eliminare este eliminarea gaussiand cu pivotare partiald.
Pentru aceasta metoda vom prezenta algoritmul GPP. Cea mai buna metoda este eliminarea gaussiand cu
pivotare totald sau completd, numit GPT in cadrul acestui laborator. O tehnicd de scalare care micgoreaza
eroarea gi elimind anularea flotant este pivotarea partiald cu pivot scalat pe coloand (algoritmul GPPS).

Eliminarea gaussiana este echivalenta cu metoda factorizarii LU care trebuie sa fie utilizata impreuna cu
o strategie de pivotare adecvata (factorizarea LUP). O strategie de pivotare este necesara in general deoarece
este posibil ca eliminarea gaussiana sa nu poata transforma o matrice data la o forma triunghiulara. Pentru
0 matrice simetrica si pozitiv definita cea mai buna metoda de aducere la forma triunghiulara este folosirea
factorizarii Cholesky.

Algoritmul Thomas este o forméa simplificatd a eliminarii gaussiene pentru matrici tridiagonale. Acest
algoritm este folosit pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare tridiagonale (des intalnite in metodele de
interpolare cu functii spine). Complexitatea algoritmului Thomas este O(n) in timp ce eliminarile gaussiene
au complexitatea O(n?).

Eliminarea gaussiana - G

Eliminarea gaussiana este o tehnica pentru transformarea matricei A la forma superior triunghiulara. Ma-
tricea de transformare T este o matrice inferior triunghiulard unitard obtinutd ca o secventd (produs) de
transformari inferior triunghiulare elementare de forma T' = T;,_11},—2 ... T, unde matricile 7}, sunt inferior
triunghiulare, de ordin n de forma:

T, =1, — tpe] (1)

unde e, este coloana p din matricea unitate si:
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tp:[() 0 gy e an] (2)

Metoda de mai sus se poate realiza dacii toate sub-matricele de forma AP = A(l : p,1 : p) sunt

nesingulare. Scalarii p;,, numiti multiplicatori gaussieni, care asigura satisfacerea conditiei de anulare a
elementelor din coloana p de sub diagonala principald au expresia:

fip = ip/app, T=p+1:n (3)

In efectuarea operatiei A < T}, A se vor memora multiplicatori gaussieni in locul zerourilor create sub diaonala
principald, primele p — 1 coloane ale Iui A nu sunt afectate, iar coloanele a;, j = p+ 1 : n sunt transformate
astfel:

(Tpaz)i = ((In — tpey )a;)i = (a — tyap;)i = aij — pipayp;, i=p—+1:n. (4)

Algoritmul G de eliminare gaussiana este:

Algorithm 1 Eliminare Gaussiana

1: procedure G(A)

2 forp=1:n—1do

3 fori=p+1:ndo

4 Qip 4 ip = Qip/App}
5: end for

6 fori=p+1:ndo

7 for j=p+1:ndo
B Qij <= Qij = Hiplpy;
9: end for

10: end for

11: end for

12: Return A;

13: end procedure

Numirul de operatii pentru algoritmul G este O(n?®) (aproximativ % operatii), iar memoria folosita,
conform cu schema descrisi este O(n?). Nesingularitatea sub-matricelor nu este o conditie necesara pentru
existenta si unicitatea solutiei unui sistem de forma Ax = b, unde A este adusa prin transformare la forma
superior triunghiulara. Pentru a elimina aceasta conditie se introduc strategiile de pivotare:

e Eliminarea gaussiana cu pivotare partiala - GPP;
e Eliminarea gaussiana cu pivotare partiala cu pivot scalat - GPPS;
e Eliminarea gaussiana cu pivotare totala - GPT.

Singularitatea sub-matricelor APl este echivalents cu anularea elementului app, NUMIt pivot, la pasul p al
algoritmului G. Consecinta acestei anulari conduce la imposibilitatea calculului multiplicatorilor gaussieni.

Este necesard aducerea pe pozitia pivotului (linia p gi coloana p) a unui element nenul, preferabil de
modul cat mai mare, prin permutare de linii gi/sau coloane.

O matrice de permutare este o matrice care are un singur element nenul egal cu 1 pe orice linie si pe
orice coloand a sa. Ea se obtine din matricea unitate prin interschimbarea (o datd sau de mai multe ori) a
doud linii gi/sau a doud coloane. Tatd un exemplu (interschimbarea liniilor 1 gi 2, apoi a coloanelor 2 si 3):
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0 01
P=1]1 0 0
0 10

Interschimbarea a doua linii ale unei matrice este echivalenta cu multiplicarea acelei matrice cu o matrice
de permutare la stanga. Interschimbarea a doua coloane este echivalenta cu multiplicarea matricei cu o
matrice de permutare la dreapta.

Eliminarea gaussiana cu pivotare partiala - GPP

Pivotarea partiala are loc numai prin permutarea liniilor. La pasul p al algoritmului G se aduce in pozitia
(p,p) a pivotului cel mai mare element in modul dintre elementele subdiagonale din coloana p, fie acesta

a;i,p 7 0, prin permutarea liniilor p si 7,. Acest lucru este echivalent cu multiplicarea matricei A la stanga

cu matricea de permutare P; , not P,, astfel incat pasul p calculeaza A < T,P,A, intregul algoritm fiind:

A+ U= Tho1Pp_ 1T, oP,_o... Tl_PlA (5)

Algoritmul GPP de eliminare gaussiana cu pivotare partiala este:

Algorithm 2 Eliminarea gaussiana cu pivotare partiala

1: procedure GPP(A)

2 forp=1:n—1do

3 Determina primul i), (p <, <n) a.d |a;,p| = maxi—p., {aip};
4 v(p) = ip;

5: for j=p:ndo

6 Qpj < Qg5

7 end for

8 fortr=p+1:ndo

9 Qip 4= ip = Qip/App;
10: end for

11: fori=p+1:ndo

12: for j=p+1:ndo
13: Qi < Q5 — PipQpj;
14: end for

15: end for

16: end for

17: Return A, v;
18: end procedure

Pasii 8-15 reprezinta algoritmul G pentru matricea permutata. Vectorul v memoreaza permutarile de
linii. Complexitatea algoritmului GPP este aceeasi cu a lui G.

Eliminarea gaussiana cu pivotare partiala cu pivot scalat - GPPS

Aceasta tehnica este similara cu precedenta, doar ca definim la inceput un factor de scalare pentru fiecare
linie 4, factor de forma:
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n
si= max flagl} sau =Y oy ©
x 2

Daca exista un ¢ astfel Incat s; = 0 atunci matricea este singulara. Pasii urmatori vor stabili inter-
schimbarile care se vor face. La pasul p se va gasi cel mai mic intreg 7, astfel incat:

‘aipp| ‘ajp‘ (7)

Scalarea ne garanteaza ca cel mai mare element din fiecare coloana are inainte de comparatiile necesare
pentru scimbare marimea relativa 1. Scalarea se realizeaza doar In comparatii, nu efectiv in matrice, astfel
ca impartirea cu factorul de scalare nu produce nici o eroare de rotunjire.

Algoritmul GPPS de eliminare gaussiana cu pivotare partiala cu pivot scalat este:

Algorithm 3 Eliminarea gaussiana cu pivotare partiala cu pivot scalat

1: procedure GPPS(A)

2 forp=1:n—1do

3 Determind i, a.i. @ = max;_1., ‘a;fl; v(p) = ip;
4 for j=1:ndo ’ .
5: Qpj < Qj5;

6 end for

7 fori=p+1:ndo

8 Qip 4 ip = Qip/app;

9: end for

10: fori=p+1:ndo

11: for j=p+1:ndo

12: Qi < Q5 — PipQpj;

13: end for

14: end for

15: end for

16: Return A, v;
17: end procedure

Pasii 8-15 reprezinta algoritmul G pentru matricea permutata. Vectorul v memoreaza permutarile de
linii. Complexitatea algoritmului GPP este aceeasi cu a lui G.

Eliminarea gaussiana cu pivotare totala - GPT

Stabilitate numerica mai buna se obtine daca pivotul de la pasul p se alege drept cel mai mare element in
modul dintre elementele a;;, cui = p : n, j = p : n, fie el a;,;,, si este adus in pozitia (p,p) a pivotului
prin permutarea liniilor p si ¢, si a coloanelor p si j,. Acest lucru este echivalent cu multiplicarea matricei
A la stanga cu matricea de permutare P{th ot P;t si cu multiplicarea matricei A la dreapta cu matricea de

permutare Pj?f:p 1ot PZ‘,”. La pasul p se calculeaza A + TpPIftAPgT, intregul algoritm fiind:

A+ U=T, P T, 9P, . . T\P'AP{PJT ... PI" . (8)
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Algorithm 4 Eliminarea gaussiana cu pivotare totala

Determiné‘ ip §1 jp (p S ipajp S n) a.l |aipjp| = maxi:p:mj:p:n {aij}; 'Ust(p) = ip; Udr(p> = jp;

1: procedure GPT(A)

2 forp=1:n—1do

3

4 for j=p:ndo

5: Apj F Giyjs

6 end for

7 fori=1:ndo

8 Qip <7 Qg3

9: end for
10: fori=p+1:ndo
11: Qip 4 Pip = Qip/App;
12: end for
13: fori=p+1:ndo
14; for j=p+1:ndo
15: Qij <= Gij = HipQpj;
16: end for
17: end for
18: end for
19: Return A, v, vgr;

20: end procedure

Pasii 12-19 reprezinta algoritmul G pentru matricea permutata. Vectorul vg; memoreaza permutarile de
linii iar vg,- memoreaza permutarile de coloane. Complexitatea algoritmului GPP este aceeasi cu a lui G.

Algoritmul Thomas pentru rezolvarea sistemului 3-diagonal

Sistemul tridiagonal se poate scrie compact sub forma a;x;—1 + b;z; + ¢;x;4+1 = d;, © = 1 : n cu mentiunea ca
a1 = 0 i ¢, = 0, iar componentele zq si z,,41 nu sunt definite. Forma generala este:

by ¢
a9 b2
as

K

1
T2
z3

xn

dy
do
ds (9)

dn

Algoritmul presupune modificarea coeficientilor sistemului si aducerea lor la o forma prin care sistemul

de poate rezolva direct prin substitutie Inapoi.

1=2:n-1
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d; .1
— 7=
R
d L dz - d’i,lai 9 (11)
- @ - =92:n

/
b — c/i—1a4

Prin formulele de mai sus s-a executat de fapt un pas al eliminarii gaussiene. Solutia sistemului va fi data
de formulele:

{‘”? = | | (12)

Sistemul nu se mai pastreaza in memorie prin intrega lui matricie, ci doar prin trei vectori de valori
corespunzatoare celor trei diagonale.

Algoritmul lui Thomas este utilizat deoarece este rapid si apare frecvent in practica: interpolari, ecuatii
diferenctiale, etc. Desgi situatia este rard, algoritmul poate fi instabil daca b; — ¢/;_1a; = 0 sau numeric zero
pentru orice i. Aceasta se iIntdmpld daca matriciea este singulara, dar in cazuri rare se poate intampla i
pentru matrici nesingulare. Conditia de stabilitate este, Vi:

1i] > fas] + |eil (13)

conditie care indicd diagonal-dominanta matricei A. Daca algoritmul este numeric instabil se pot aplica
strategii de pivotare, ca in cazul eliminarii gaussiene.

Implementarea algoritmului Thomas este data mai jos:

function x = Thomas(a,b,c,d)
2 n = length(d);

4 % Operariile la limita;

5 c(l) = c(l) / b(l);

6 d(l) = d(1l) / b(l);

8 % calculul coeficientilor pe caz general.

9 for i = 2:n-1

10 temp = b(i) - a(i) * c(i-1);

11 c(i) = c(i) / temp;

12 d(i) = (d(i) - a(i) %= d(i-1))/temp;

13 end

14 d(n) = (d(n) - a(n) » d(n-1))/(b(n) - a(n) * c(n-1));

16 % Substitutia inapoi pentru rezolvarea sistemului de ecuatii

17 x(n) = d(n);

18 for i = n-1:-1:1

19 x(1i) = d(i) - c(i) * x(1 + 1);
20 | end

Listing 1: Implementarea in Matlab pentru algoritmul Thomas.
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Problema 1

Implementati in MATLAB algoritmii G, GPP, GPPS si GPT.

Problema 2

Modificati algoritmii GPP si GPT pentru a lucra cu matrici superior Hessemberg. Imoplementati H_-.GPP

si H.GPT.

Problema 3

Construiti o varianta modificata pentru algoritmul lui Thomas care sa lucreze cu matricea:

b,
0
as

0
ba
0

C1
0 C2
bg 0 C3

Ap—2 0
Ap—1 0
an

Scrieti o functie MATLAB cu semnatura function x =

ecuatii Ax = d.

0
0 Cp—2
bp—1 0
0 by |

solve (a,b, c,d) care rezolva sistemul de
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