METODE NUMERICE: Laborator #3
Transformari ortogonale: Householder si Givens.
Algoritmul Gram-Schmidt. Polinoame ortogonale

Titulari curs: Florin Pop, George-Pantelimon Popescu

Responsabil Laborator: Mihaela-Andreea Vasile, Florin Pop

Obiective Laborator

Obiectivele laboratorului de transformari ortogonale sunt:

fntelegerea notiunii de matrice ortogonala si vector ortogonal,

Implementarea algoritmul Gram-Schmidt;

[ ]
e Aplicarea celor 2 metode de transformare ortogonalé;
[ ]
e Folosirea polinoamelor ortogonale.

Vectori Ortogonali. Matrici Ortogonale
]T }T. Definim:

Fie vectorii coloand x,y € R™ de forma z = [z1 22 ... x| siy=[y ¥ ... ¥

1. Produsul scalar: .
<my>=Y ziyi=y'x (1)

i=1

2. Norma Euclidiana:

n 1/2
2]l = V<@, 2> = Vale = <Zaf2> (2)

Vectorii uq,us,...,u, € R® sunt ortogonali daca < u;,u; > = 0, Vi # j. Vectorii sunt ortonormati
dacd sunt ortogonali si ||u;||2 = 1, Vi. O matrice H € R"™" este ortogonala daci coloanele sale sunt
vectori ortonormati. Pentru o matrice H ortogonald: H'H = HH” = I,,. Avem urmatoarele proprietati
pentru o matrice ortogonala:

1. H' = HT;
2. |[Hzll2 = |[]]2;
3. H|l2 = 1;
4. |[HA[l2 = [|A]|2;

5. det(H) = +£1.
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Transformarea Householder

Metoda propusa initial de Alston Scott Householder este folosita pentru a transforma o matrice A € R™*"™
simetrica intr-o matrice tridiagonala cu aceleasi valori proprii. Prezentarea generala a metodei poate fi ga-
sita la adresa: http://mathfaculty.fullerton.edu/mathews/n2003/HouseholderMod.html.
Algoritmul de calcul este urméatorul:

Algorithm 1 Transformatrea Householder

1: procedure HOUSEHOLDER(A)
2 B = A; > A€ R™™ simetrica.
3 for k=1...ndo

4 S5 =4/ iz Ui

5: if s == 0 then

6 continue;

7 end if

8 z=1 (1 + sign(bt1.k) bkt}'k );
9: for j=1...k do

10: Vj = 0;

11: end for

12: Vg1 = \/g;

13: for j=k+2...ndo
14: vy = %ﬂf)bki;
15: end for

16: v = [1}1 Vy ... ’U,JT;
17: H=1,—-2uwT;

18: Calculeaza: A= HBH,;
19: if k==n — 2 then
20: break;
21: end if
22: B = A;
23: end for
24: Return A;

25: end procedure

In cadrul acestui laborator vom defini, folosind reflectori elementari Householder, transformarea R = H A,
unde:

1. H=H, 1H,_o...HoH;

2. A=HTR

Un reflector elementar Householder H, este de forma:

T
VU
_ P-p
Hy,=1,-2—+ (3)
vy Vp
unde:
T . . A
1. a, = [alp Qgp v Gpp - anp] este coloana p din matricea A;
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2. o, = sign(apy) Z?:p a?p;

3.0, =[0 0 -+ v - vy (vector Householder);
4. vpp = app + op;
5. Vip = Qip, Vi > p;

6. Bp = 0pUpp-

Folosind un reflector Householder putem aduce o matrice la forma superior triunghiulara, dupa metoda

umratoare:
function [Q, R] = HA(A)
[m,n] = size(A);
H = In;
for p = l:min(m-1, n)
Hp = compute Householder reflector for column p in matrix A

A = Hp A; ;all elements on column p, lines p+l:m will be O
H = Hp H; ;save all Householder transformations
endfor
Q = H";
R = A;
endfunction

Datorita formei reflectorilor, inmultirea A = H,A se efectueaza astfel:

e Coloanele 1:p —1 din A raman neschimbate
e Coloana p din A:
— Elementele de pe liniile 1 : p — 1 raman neschimbate;
— OGpp = —Op;
— azp = 0,Vi > p;
e Coloanele j =p+1:n din A:
— Elementele de pe liniile 1 : p — 1 raméan neschimbate;

. it Viptaij
— Q5 = Q45 — Tj * Vip, Vi >p, T = B

Transformarea Givens

Metoda Givens este folositd pentru a descompune o matrice A € R**™ astfel: A=GT R, unde:

1. G =Gp1,n-1Gn—2n-1Gn-2n-2...Gin ... G13G12
2. R=GA

O matrice de rotatie Givens, Gy, este folosita pentru a elimina elementul A(l, k) de sub diagonala principald

(k < 1), si are forma:
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1 0 0 0
1 0 0 0
0 0 --- cos@ --- —sinf --- 0
Gr =
0 0 --- sinf --- cosf --- 0
L 0 0o .- 0 0 cee 1

Pentru a determina matricea de rotatie Givens, Gy, vom folosi relatiile:

1. p= /A k)2 + A, k)?

2. sinf = s = — ALK
P

3. cosf = ¢ = ALk

P
1| function [Q R b] = givens (A, Db)
2 % factorizarea QR a unei matrice A prin rotatori Givens
3 % Intrari: A = matricea sistemului
4 % b = vectorul termenilor liberi
5 % Iesiri: x = vectorul necunoscutelor
6 % Q = matricea factor ortogonala
7 % R = factorul superior triunghiular
9 [m n] = size(A);
10 Q = eye(m);
11 for k =1 : n
12 for 1 = k+1 : m
13 r = sqgrt(A(k,k)"2 + A(1l,k)"2);
14 c = A(k,k)/r;
15 s = -A(l,k)/r;
16
17 t = cxA(k,k:n) - sxA(l,k:n);
18 A(l,k:n) = s*A(k,k:n) + cxA(l,k:n);
19 A(k,k:n) = t;
20
21 u = cxb(k) - sxb(l);
22 b(l) = s*xb(k) + cxb(1l);
23 (k) = u;
24
25 t = cxQ(k,1:m) - s*Q(1,1:m);
26 Q(l,1:m) = s*xQ(k,1l:m) + cxQ(1l,1:m);
27 Q(k,1:m) = t;
28 end
29 end
0 Q =0Q";
31 R = A;
32 | end

Listing 1: Transformarea Givens

Datorita formei matricilor de rotatie, Inmultirea x = Gy, - z, X vector coloana, se efectueaza astfel:
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o z(k)=c-z(k)—s-z(l);
o z(l)=s-z(k)+c x();
e Restul elementelor raman neschimbate.

Algoritmul Gram-Schmidt

Vom considera relatia QR = A cu necunoscutele g; si 745, (¢ <= j), unde:

e a; este coloana i din A;
e ¢; este coloana i din Q;
e 1,1 < j, elementele din R de deasupra diagonalei principale (daca ¢ > j atunci r;; = 0).

1 T2 o Tin
0

o @ o owl | P = e e o a
0 0 Tnn

Pentru j =1 : n, aplicam formulele:

1.rij:q;raj, izlij—l;

_ Jj—1 .
2. aur =aj; — Y ], Tijd;

3. rj; = |Jauz||s;

Algoritmul Gram-Schmidt Modificat

Algoritmul Gram-Schmidt clasic prezinta o stabilitate numerica slaba. Propunem varianta putin modificata:

Pentru i = 1 : n, aplicam formulele:

L. ri = |lag||2;

(227

3. Pentru j =i+ 1: n, aplicim formulele:
(a) 5 = ¢l aj;
(b) a; = aj — qiryj.
Polinoame ortogonale
Polinoamele pg, p1, ..., pn reprezinta o baza de polinoame ortogonale, daca:
1. <pi,p; >=0, Vi#j;
2. lpill =1, Vi

3. < pi,pj >= f;pi(x)pj(x)w(x)da:.
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Transformari ortogonale

Observatie: Un polinom ortogonal este definit prin:

1. relatia de recurenta;
2. intervalul pe care este definit ([a, b]);

3. valorile initiale si functia pondere (w(x) - folosita la produsul scalar).

Proprietati
1. Orice polinom ortogonal are radacinile in [a,b] reale si distincte;

2. Orice polinom ortogonal este ortogonal cu orice polinom de grad mai mic decat el.

Exemple de polinoame ortogonale

A . _ _ — e . _ 1 .
1. Cebasev: Ty y1 — 22T, +T,-1 =0, To=1, Ti==x; (-1,1); w(z)= Nirrmx
2. Legendre: (n+1)Lp41 — (2n+ DzLy, +nLl,—1 =0, Lo=1, L=z [-1,1; w(z)=1
3. Laguerre: Gp,11 — (2n+1—12)G, +n?’G_1 =0, Go=1, Gi=1-2z2; [0,00); w(x)=e"%
4. Hermite: H,; —2¢H, +2nH, 1 =0, Hy=1, H; =2z; (—o0,00); w(x)= e’
Problema 1

Rulati exemplul pentru Algoritmul Gram-Schmidt i implementati Algoritmul Gram-Schmidt modificat.

function

[Q, R]
size (A);

Gram_Schmidt (A)

[n n] =

Q = zeros(n);
1 R

zeros (n) ;

= 1:n
1:9-1

= Q(:,

6 for j

for 1
R(1i,3)
9 endfor

1)+ A(:,3);

zeros(n, 1);
1:9-1

s + R(1,

S

for 1

13 s J) x Q(:, 1);

endfor
% Echivalent pentru instructiunea for de mai sus:

oe oo

o
°
o
°

16 s = Q(:, 1:3-1) » R(1:3-1, 7J);
17

18 aux = A(:, J) - s;

19

20 R(j, J) = norm(aux, 2);

21 Q(:, J) = aux/ R(J, 3);

22 endfor

23 | endfunction

Listing 2: Algoritmul Gram-Schmidt
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Problema 2

Definiti o functie pentru calculul coeficientilor unui polinom ortogonal de grad n. Selectia polinomului se face
printr-un parametru sir de caractere care poate avea valorile: ‘cebasev’, ‘legendre’, ‘laguerre’ sau ‘hermite’,
folosind relatiile de recurentd de mai sus. Functia va avea antetul:

function [p] = poliOrtogonal (nume_polinom, n)

Operatii utile cu polinoame in Octave:

function test_poly

N

%$%% Coeficientii polinomului p
= [ 21 -1]

o]

5 %$%% Afisarea polinomului

6 polyout (p, ’"x")

8 %$%% Coeficientii polinomului g
9 qg=[1 2]

11 %$%% Afisarea polinomului

12 polyout (q, "x")

14 %%% Produsul dintre p si g

= conv (p,q)

=

17 %$%% Afisarea rezultatului
18 polyout (r, ’'x’)
19| endfunction

Listing 3: Polinoame in Octave

Problema 3

Definiti o functie pentru calculul valorii unui polinom ortogonal de grad n intr-un punct dat. Selectia polino-
mului se face printr-un parametru sir de caractere care poate avea valorile: ‘cebasev’, ‘legendre’, ‘laguerre’
sau ‘hermite’. Functia va avea antetul:

function val = evalPoliOrtogonal (nume_polinom, n, a)

Hint: Folositi functia polyval.

Problema 4

Se considers vectorii u,v € R"™ ortonormati ( ||u|l2 = 1, ||[v||]2 = 1, uTv = vTu =0). Se formeazi vectorul
rT=u+v.

1. Sa se dea exemplu de doi vectori ortonormatg;
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2. S se calculeze ||x]|2;
3. Se formeazd matricea H = I,, — xz”. S& se calculeze Hu, Hv si ||H||2;

4. Dacad A = wv?, calculati B= H "AH".

Problema 5

Implementati transformarea Householder pentru o matrice A.

1. Implementati o functie care primeste un vector x si un index p, si calculeaza parametrii o, vy, 8 definiti
mai sus:
function [vp, sigma, beta] = GetHSReflector(x, p)

2. Implementati o functie care primesgte un vector z, un index p si parametrul sigma, si calculeaza trans-
formarea Householder aplicata asupra vectorului, considerand cé acest vector a fost folosit la calculul
parametrilor (coloana p din A).
function x = ApplyHSToPColumn (x, p, sigma)

3. Implementati o functie care primeste un vector oarecare x, un index p, vectorul Householder v, si
parametrul beta, si calculeaza transformarea Householder aplicata asupra vectorului(coloanele p+1 : n
din A).
function x = ApplyHSToRandomColumn (x, vp, p, beta)

4. Implementati functia function [Q, R] = Householder (A), folosind functiile definite mai sus.
Problema 6
2 -1 0
Sa se determine descompunerea ()R pentru matricea A = |—1 2 —1| folosind transformarea Givens.
0o -1 2
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